НОРМАЛЬНЫЕ РУКОВОДСТВА ДЛЯ ВЫСШЕЙ ШКОЛЫ 


д. Ф. ЕГОРОВ 


ОСНОВАНИЯ 


'ВАРНАЦИОННОГО 


т ИСЧИСЛЕНИЯ 


| 


Е ЕЕ 
ГЭСУДАРСТВЕННОЕ ИЗДАТЕЛЬСТВО 
МОСКВА... 1923... ПЕТРОГРАД 


ыы, 4 | 
Г | 59г \ 


НОРМАЛЬНЫЕ РУКОВОДСТВА для ВЫСШЕЙ ШКОЛЫ 
$19.3 


ны Д. Ф. ЕГОРОВ 
@-30 х 


ОСНОВАНИЯ 


ОН 
И ИСЧИСЛЕНИЯ 


$ од 
же" . о к: ЯЬСТВО 
^ - И к . 1923... ПЕТРОГРАД 


ПРЕДИСЛОВИЕ. 


В основе настоящей книги лежит курс вариационного исчисления, 
который я в течение ряда лет читал в Московском Университете. 
Я ограничиваюсь изложением основ вариационного исчибления, не 
затрогивая более сложных задач или давая лишь краткие указания, 
к ним относящиеся; но зато проетейшую задачу варизционного 
исчисления излагаю, думается мне, с достаточной полнотой для того, 
этобы на ней познакомить с осровными понятиями ин методами 
варпационного исчисления в его современной Форме. 


ВВЕДЕНИЕ 


В основе всего анализа лежит повятие о ‹увкции; из этого понятия 
исходят в своих построениях и днеФхеренциальное н интегральное иечиелевия. 
‹ Варпацвовное печиеление строится ва основании обобщения самого понятия 
` о фувкциовальной завиенмоети и в этом отношении примыкает к так называе- 
мому Функциональпому исчислевию. 

В то время как при обычной ‹увкциональной зависимости задавиеи одного 
или нескольких чисел (значения иезавиеимых переменных) определяется другое 
число (звачение функции), возможна завиеииость и такого рода, при которой 
выбором одной или нескольких Функций определяется чиело. 


Так, например, равемотрим интеграл: 


Е 
4= ГР, , 3) 4% (@) 
о 


где Ё(<, у, у’) — данная функция аргументов 2, 9, У’ —% н 5, 2, — данные 
числа. Коль скоро у дано в Функции 2 для 2. ===, интеграл 7 поху- 
чает определениое численное зпачение; 

Можно указать более сложные примеры, где чиеленное значение некото- 
рой величины определяется выбором нескольких Функций одного аргумента наи 
даже выбором одной или нескольких Функций нескольких аргументов. 

Например, длина линии в пространегве, проведепной между двумя дан- 
ными точками, выражаемая интегралом 


221 . 7 
1= ГИГЕУЕ. 4, Г ® 
о 
определяется выбором двух Функций . 
=) 
==4(4) 


одного аргумента, входящих в ураввения хивим. 
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Величина новерхности, проходящей через данный контур, выражаемая 
двойным интегралои 


5 ТВ и Не) 4, (8) 


о 


в котором интеграция распространяется на площадь проекции контура, опреде- 
ляется выбором Функции 
с #=(, 9), 
входящей в уравнение поверхности. 
Пусть, наконец, ныеем одно АнвФеренциальное уравнение е двуня хувк- 
циямн у ид: 
Е (2, 9, У, 5, =) == 0 (4) 


и пусть дано начальное значение у== 9, при 2 == Если выберем 2 в Функ- 
Цин 2, 10 дизеренциальное уравнение (4), вместе © начальным условнем, 
вполне определит у как функцию 2, и, следовательно, будем знать чиеленное 
значение у =; при дапном значении =. Таким образом чнелениое зна- 
чение у, онределяется выбором Функции 5 (*). 

Величина, численное звачение которой определяетел выбором одной или 
нескольких Функций, называется вообще Функционахов) аргументами Фуйк- 
ционала являютея те Функция, от которых он зависит, и для письменного 0бо- 
звачения фуикционала ноступают так же, как для обозначения Функцим, е за _ 
шеной круглых скобок квадратными. Так, дяя рассмотренных выше приме- 
ров (Т); (8); (3) имеем: ы 


7=Л® = 9), Фь 5—5 [ща 9) (5) 

Для величины у, рассмотренной в последнем прииере, имссж, как и в первом 
примере: ый 

1 = [2 (2). (6) 


Иногда в обозначене ^ Функциовала присоединяог еще указапие тех пределов 
изменения незавиеимото неременного, в которых задаегсн Фупкция — аргумент 
функционала. ‘Такии образом для первых двух нримеров имесм болес’ подроб- 
ные обозвачения 


Е | и), 4 |. (1) 


Возможно еще некоторое обобщение понятия функционала, а именно: 
можно предноложить, что численное значение рассматриваемой велнчины зави- 
вит ог выбора одной или нескольких Функций и, кроме гого, от выбора чиелев- 
ных значений одного илн нескольких параметров. Так, если в первом из рас- 
сиотренных примеров предположим пределы 2, <, интеграла переменными 
арамстрами, то величина интеграла 7, очевидно, будет зависеть от выбора 
Функции у(2) и от выбора значений параметров 2, 2. Аргументами фувк- 
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циовала +7 являются Функция у(2) и параметры ль, ть и зависимость эта 
обозначается следующим образом: 


1=Лу(а), хо, #1 {8) 


Если ограничиться случаем, когда аргументами Функционала являются 
фФувкпии лишь одного независимого переменного 2, задаваемые для значений 
2% = ==, и кроме того паражетры 2, 4, еелн эти поеледние — перемен- 
ные, то возможна еще и другая терминология, именно: ‹хункциовал можно 
называть «функцией лииии». В самом деле, в простейшем случае, когда 
хунклионал, как в первом примере, зависит от одной хупкции 9(2) и от пара- 
метров 25, а; (если они — переменные), при обычиом геометрическом истолко- 
вании 2 и у как Декартовых коордвнат на плоскости, уравнение 


ЕЯ 
ВЛЯ 2. = =4. определнег ва плоскости линию, имеющую концами точки 
® абециесами 4% и а, (черт. 1). Обратно, раз дава ва плоекоети определенная 


Я ги 


Черт. 1. 
1 


линия (дуга), то этим самым определяется у^в Функции 2, а концы линия 
определяют звачения 42% и 21. Можно таким образом сказать, что Функционал 
в этом случае есть «Функция» уномяпутой линии; е изменевием этой линии 
изменяетен величина Функционала, 

Еели Функционал зависит от двух Функций 9(2), 3(©) и двух параметров 
2%, 2), то аналогичную роль по отношению к хувкционалу играет простран- 
ствонная линия 


9 ==), ===) 
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с абециесами конечвых точек 45 и 21. Для большего числа Функций прихо- 
дитея пользоваться линией в просгранегве четырех и более измерений. 


Примечание 1. Задать Функцию (<) для 2% == < ==, значит задать значе- 
ния у, соответствующие значениям х от хо до 2. Каждое из этих значений в от- 
дельности может изменяться с изменением выбора Функции (5) м является таким 
образом как бы одним пз переменных, от которых зависит Функционал. Множество 
всех этих значений есть множество мощности ковтинуума, и, таким образом, Функ- 
ционач есть как бы Функция континуума переменных. 


Примечание $. В классическом ‹хункциональном исчислении раесматри- 
вается такая зависимость, ири которой выбором одной (ни нескольких) ФУНКНиЙ 
определяется другая Функция; так, нанример, если дана хунгция (<), то этим опре- 
деляется ее производная 5'(х). Легко видеть, что эта зависимость—частный случай 
той, которую мы рассмотрели прин общем определении хункцнонала. Так, если 
выбором Функции $(5) определяется Функция %(5), то, наменив обозначение везави- 
енмого переменного в одном случае, мы можем сказать, что $(5) есть Функционал, 
зависящий от Функции ‹(2) д от параметра с: 


9) == М8, . 


Действительно, еслн зададиы функцию (2) в дадны численное значение х, то %(2) 
получает определенное численное значение; если х изменяется, то (=) являстся 
Функиней этого нзраметра. 


Вариационное исчисление разрешает только одну задачу, аналогичвую 
задаче теории Фупкций, разрешаемой методами днеферевциального исчиеления, 
а ныенно, задаче изыскания злахиини’а и пупиаиа функцин. Изыскание 
нанболылей или занменьшей величины Функционала составаяет предмет вариа- 
ционного нечислення, которое обычно ограпичивается лишь простейшими елу- 
чалми Функционалов. 

В дальнейшем мы изложим основные результаты вариационного иечисле- 
ния, иачивая © простейшего случая основной задачи. 


8 1. Простейшая задача вариационного исчисления; класс допусти- 
мых линий; близость нулевого и первого порядков; сильный и сла- 
бый егетит. 


Раесмотрим мнтеграл 


Я 
= [К у, у), (1) 
о 


4у 


тде ‚у, у’) данная Функция эрех аргументов =, уну’ == ду. Коль скоро 


даны пределы 5, из, и у дано в ФУВЕЩИ & ДЛЯ & = 4 = 4), иитеграл У 
получает определевное числепное значение. Истолковывая &, у как прямо- 
угольпые Декартовы коордиваты на плоскости в, следовательно, ураввенне 


У==у (1) (°) 
как уравнение иекоторой линии на плоскости, можем сказать, что интеграл у 


есть «Функция липии» (ем. Введевне). { Называн ливию, определяемую 
уравиением (2) буквой С, обозначаем интеграл (1) символом 1) (черт. 1). 


Для того, чтобы интеграл (1) имел смысх, необходимо наложить некото- 
рые огравичевия, во-первых, на фупкцию № аргументов 5, у, у; мы будем ее 
предполагать однозначной непрерывной Фуиецией лая всех рассматриваемых 
звачений аргумевтов 5, у, у, допускающей таковые же частиые произимные 
до лторого_ порядка. 

Далее, (иеобходимо наложить ограничения на те Функцин 9(2), или, иначе, 
на те линив С, для которых будем раесматривать значения 9» Достаточными 


яваяются ограивчевия, которые мы сейчас Формулируем. Линии, удовлетворяю- 
щие этим ограннчсниям, будем называть «допустимыми». Таким образом, вы- 
деляетен класс допустимых ливий, характернзуемых требованияии 
1) линии эти непрерывны, © непрерывно вращающейся касатель- 
ной (т.-е. уи у’ — непрерывные Функции 2 для рассматриваемых зна- 
чений 5); - 
9) каждая линин (точнее, рассматриваемая часть линии — дуга АВ) 
пересекает каждую ординату лишь в одной точке (хе, у сеть охнозназ 
иая гункция & для рассматриваемых значений 2); 
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3) вое линин лежат в данной области пчоскости (в какой именно, — 
зависит от условий рассматриваемой задачи); 
4) ни в одной точке линии касательная не параллельна осей у 
4 


(т. -е. производная ав==9 принимает лишь конечные значевия для рае- 


снатриваемых значений 2). 

Кроме того, в зависимости от уеловий задачи, концы А и В линий нод- 
чивяются еще тем или другим требовавиям. В простейшем случае имеем 
требование: 

5) концы всех липий А и В находятея в данных точках плоскости 

(т.-е. даны пределы 2, 2, инхеграла. и даны значения у, и у; Фуякции 

3 для пределов интеграла). 

Легко видеть, что дая всех донустимых линий, № (5, 9. У) есть непре- 
рыввая однозначиая Функция т и, следовательно, интеграл 4. для каждой из 
элих линий имеет определенное конечное значение. 

Задача варнационного исчисления состоит в определении линии С из 
класса лопуегимых линий, для которой интеграл у. ‚ цоетигает наименьшего изи 
наибольшего значения, нли, как говоря!, достигает ехзгетию'а. 

Линия С’ даег ехготнт ивтеграла, если соотвегетвующее значение ннте- 
грала 4. меньше (ля минимума) илн больше (дзя максимума). чем зиачение 


интеграла 7. для веех достаточно близких линий С пз класса допустимых линий: 
< 3- дан минимума 
4 > /_ дая макенмума. 


Бапзость линии С к линия С характеризуется гребованием- 


и м<.. (3) 


Я 


где у м у— ординаты линий Сы С, соотнегогвующие одному и хоиу же зна- 
чению 2 (ем. черт. 2), а = — положительное чиело, степенью иалосги которого 
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характеризуется степень близости линий Си С. Требовапие (3) должно вы- 
полняться для веех рассматриваемых значений х. Легко вндеть, что зинии С, 
удовлетворяющие требованию (3), лежат внутри полосы, ограниченной двумя 
крайвиии ордпиатами (при данных 2, из!) п двумя линнями, уравнения которых 


9-Е и уу 
если уравнение ливни С есь у==у(2). 
Можно потребовать, чтобы кроме условия (3) удовлетворяловь еще уеловне: 


уу <= (6) 

При этом мы ограпичиваемея теми из допустимых линий С, которые близки 

`к линии С не только по положевию соответствующих точек (для одного и 
того же значения 2), но и по паправлению касательных в этих точках. 

Близость, характеризуемая только требованием (3), называетел близоетыо 
нулевого порядка, а близость, характеризуемая требованиями (3) и (&) — бли- 
зоелью 1-го порядка. 

Если линия С даст ехиепиил интеграла 7 по отношению ко всем досла- 
точно близким допустимым линиям, находящимся в близости 0-го порядка к С, 
76 ехшетиши называется сняьным, если же линия С’ даег охтетит только 
по отношению к допустимым линиям, находящнуея в близости 1-го порядка к С, 
то ехтгепиии пазывается слабым. 

Можно данвые определения Формулировать още таким образом: 

Чинля С даег сыльный минимум (макспиум), ели сутествует такое подо- 
жигельное число = (сколь бы мало оно ни было), что дзя всякой линин С класеа 
допустимых линий, для которой удовлетворяетсн условие (3), интеграл 9. больше 
(меньше), чем для липни С. 

Иинил С дает слабый минимум (накеииум), если существует такое поло- 
эинтельвое число =, сколь бы мало оно Ви было, что дал всякой линии С’ класса 
допускаемых линий, для которой одновремепно удовлетворяются условия (3) 
и (&), интеграл 4. больше (меныше), чем для линии С. 


у 
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Сильный охнешихи есть, очевидно, ехшепииа по отношепию к более 
широкому семейству линий, чем слабый: поэтому лено, что, если для какой- 
либо линии удовлетворяются уеловия сильного сжтегии”а, то для нее же 
необходимо удовлетворяются и уеловия слабого ехетии?а. 

Примечание. Иногда рассматривают класе допустимых линий более широ- 
кий, чем указано выше, а именно. требование 1-е замепяют таким: линия 
должна быть непрерывна, © касательной, вращающейся вообще говоря непре- 
рывно; но при этом в конечиом числе так пазываемых угловых точек каез- 
тельная можег измепять свое направление сразу на конечный угол (черт. 3). 
Другими еловами, (2) должно быть непрерывно при изменении 2 от 2 до 2; 
3 (=) должио быть чоже Функцией вообще непрерывной в тех же пределах, 
но допускающей конечное число точек разрыва 1-го рода. 


$ 2. Необходимое условие ехё“епит”а, первая вариация, преобра- 
зование 1-й вариации интеграла в простейшей задаче. 


Для того, чтобы вывести необхолимое условне ех1гепиия’а, раевмотрим 
семейство линий С, заключающее данную линию С, зависящее от одного пара- 
метра © и входящее в состав класса допустимых линий. (Оредполагая уравие- 


вне линии С в виде 
У р 


п предельные условия задачи в простейшей «орме, а именно, предполагая, что 
все допустимые мтими проходят через две данные точки А (2, у} и В (2, 9), 
рассмотрим семейстло линий С, определяемое уравнением: 


мт ы 
У==9(9) -- «\ (а), 2) 
где (х) —— однозначная непрерывная Фупкция с гаковой же производной в пре- 
делах изменевия 2 от 2% до ал, печезающая дя х==хо И ДЛЯ т=%ь, т.е. 
(ео) ==0, (<) = 0. 


Легко видеть, чго липия С получается при «==0 и что, при достаточно 
малых значениях а, Имеем линии С как утодио близкие к С, так как для 
2 = & == а. инеем: 


ю << (4). 
м И’ й 
хде Г — максимум абеолютной величины (2) для а = с==х,. 


х Если под М будем разуметь положительное число, превышающее абсо- 
зютную величину 1(5) и (<) в пределах изменения 5, так что 


92| < М, [и (#1 < М, 
то при м < будем иметь: 
у—у<ь и—у| < 8) 


если только 


72. Иеобходимое условие езётетит`а 13 


т.-е. лиини С семейства будут находиться в близостн 1-го порядка к данной 
линии С, при чем степепь близости характеризуется чнелом =. 
Еели нигеграл 


Е 
Л [Ко у у 4х 
Зо 
для линни С достигает ехшении”а, например, минимума, т0 имесм: 
р 
АТ, (6) 
тде С — любая липия семейства, (2) для достаточно малого значения пара- 
метра о. | 
Но питеграл 
И 


Я 571 

Ле = ГР, уме = ГР. у Нат у’ о) 
5% Зо 

веть Функция 9: 

—— 1=$), 


и эта Функция, согласто перавенству (6), имеет минимум при «==0, так как 
Ч, = (0), п неравенетво (6) принимает вид: 


$(0) < Фа). 6) 


Веледствие этого имсем пеобходниое условие ехнетшии’а (для максимума 
аналогичиое рассуждение): 
р 44) 
о | =. т 


= 
Пронзводная интеграла Л & = ® (6) по параметру е при х==0 навывается 
первой варнацией интеграла у. н обозначаетея символом 8: 


у 


ла 
$ (0) ==, —8 [ГР (о, у, у) ас. (8) 
35 

Вообще, пусть имоем величину Т, значение которой зависит от выбора 
яннин Си которая при этом может зависеть также и от &; лругими словами, 
у припимает определенное чнеленное зпаченне при выборе тии Си при 
выборе численного значения 2; при выборе яинни С н при переменном г 
У обращается в определенную Фупкцию =. Принером такой величины можег 
служить хотя бы ордината у нли ее производная у’. Согласно тому, что было 
сказано во введении, Г есть Функционал, зависящий от Функцин (2) и кроме 

того от х как от параметра, и, пи прежипх обозначениях, 


У Ру, 
Интеграл 7, является частным случаем подобной величины У; счевыдно, он пе 


Зависит от 2, а только от выбора зинпи. 
Рассиотрих величину У для вышеупомянутого семейства (8). Соответ- 
ствующее значение У, очевидио, есть Фушкция 2 м параметра а (например, 


го. ‚Необходим мое условие `вафтолнит” а 


1 


еели У=у, то У=у(4) -|- “т(2). °— Производная У поз при х=0 назы- 
вается первой вариацией У и обозначается 8; таким образом 


в [27 и (9) 


Можно дать такое определение операцин вариирования: эха операция 
воетонт в переходе от данной линии С к линни С’ семейства (2), в дифферен- 
цировании результата по параметру © н в обратиом переходе к линии С, т.-е. 
в замене © значеныем о = 0. 

В силу этого определення, между прочим, имесы: 


2, би 19 (2) Раза) НЙ 
“9 = [ да 0 я () 


т 0’ О" ( 1 С 
29 = [9% Ч ы ве тео) 10} 


зу" [899 т } т. о: с 


Необходимое условие ехиетии?а митеграла т, согласпо предыдущему, 


‹осгонт в исчезании его первой варнацин для линии С, которая дает 
ехгешиш интеграла. 


Вычнеляя перв\ 0 варнацию интеграла у» имеем, по правнлу днфферевци- 
рования определенного интеграла по параметру: 


[ще Ча ЕТ Е (т, у ат, у’ аз 4 | — 


9—0 


о 


я х 
> ОР , б а и ы © = 
= | [ (с, у ВЕ ие В. 8 Е (х, у, у) ах. (11) 


С другой стороны: 


ЭР (р у,у == [ ЗР@ыЙ 


О 
= [+764 9,5) и и и. о , 
—а ВЫ. в РИ. а уе у.о, 
нолагая для сокращения письма: РР, г — у. я 


Таким образом: 


= | [к -е) + Ру -1 (©) ] 4 (1). 


75. Основная лемма вариационноо исчисления 15 
х Е а — 


з а. ЕЕ 


Разбивая нитеграл па два, интегрируя 2-Й по частям м соединяя вновь 
в один нитеграл, имееи: 


ма т (6) 42 Гу ть и - 1 (@) &= 
Чзь] вы “[, та 
= не Те (13) 


Но 


так как член, свободный ог знака интеграла, нечезает в силу условий: *(2) = 0, 
(21) = 0. 
Если линия С дает ехгетит интеграла .Л,, го инеем: 


й “Е 2 (о |. 1 (2) Ч&=0, (14) 


и 
при чем (2) — любая одпозначиая неирерывная Функция, имеющая непрерыв- 
ную производпую и исчезающая для 2 == и 2==81. 
Из равенства (44), пользуясь произволом выбора Функции (2), выведеи 
дифференциальное уравнепие, определяющее линию С, но для этого необходмме 
предварительно доказать некоторую вспомогательную лемму. 


$ 3, Основная лемма варнационного исчисления. 


Еелы „ба 

Ги-ч@) 4—0 

о 

дая данной Фхупкции 4/5) и всех Функций 32), однозначных, непрерыв- 

ных вместе со свонми первыми производными в пределах интеграции 

и печезающих для 2—5, и и—х,, прн чем относительно №) известно, 

чго это есть однозначная непрерывная в пределах интеграции 

Функция <, то необходимо 27=0 для веех значений х от 2% до 2. 
Допуетни, что М, например, > 0 для какого-либо значения 2” перемен- 

вого 2 в пределах интеграции. ‘Тогда, в силу непрерывноети Функции И, 


д! 
———ыщ——щ———д—д—д_о—Юыь-— 
о Е Е 2 =, 
Чеот. &. 
можем в промежутке 2......., выделить промежуток & ....&, заключающий 


&’и в котором Функция М положительна, как м в 5’. Функцию 3(5) выби- 
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ыы [ - ны - 


раем следующим образом: (2)==0 в промежутках 2.......& нё..... т, 


ни (<) = (#—6)* (Е, — 2)* в промежутке &....&. Пра этон выборе з:(5) ==0 
в промежутках 2%...5иЁ... 2ь из (2) = (#—&) (& — 2) © НЕ — 22) 
в промежутке &....Ё. Легко видеть, что 1 (2) исчезает для == на==а, 


и что (2) н (<) пепрерывны в каждом из трех вышеупомянутых частичных 
промежутков; но, прн переходе через значения 2=& ин &=&, *(=) и (=) 
тоже остаютея пепрерывными, так как имсем: 


9 (6) =0, (5) = 0, ©) —0, хе) =0 


из выражений 
(2) = (&— В) (& — =) и чт) =8 (#—6) (6 — =) 6 та — №). 
Таким образом, сделанный выбор (2) отвечает условням леины. 
Я 
Подставляя э (2) в интеграл } | М-з- 4 и разбивая промежуток цитегра- 


и 
ции на три, ныеем: 


1 8 Е Я, 
Ги-ч-@2— Г М-0-@2-- | Ме оао Г М-0- 4 — 
%5 ы 5 Ь е 


В 
= Гм. (@ БУ (Е — 242 > 0, 
го 1 


так как в полученном нитеграле оба фактора подъинтсгральной Функции еуще- 
ствепно положительны во всем промежутке нитеграции. 

Мы пришли к противоречию с уеловияме леммы; следовательно, (2) не 
может быть >> 0 ни для какого значения <’ в пределах питеграция. 

Точно чак же доважем, что ЛИ) ие может быть п <0; следовательно, 
И —0 для всех значений 2 в пределах интеграции, и лемма доказапа. 

Примечание. Лемма остается справедливой, сели в условиях ее функцию 
(<) подчипим требованию исчезать ирн пределах интеграции высоте е произ- 
водными до какого-либо порядка я —Т н быть непрерывпымн в пределах 
нитеграции вместе © производнымн до порядка 2. 

Доказательство остаетея то же вау0е; только функцию 15) выбнраем 
в промежутке от & до & равной: 


„28 аа (= её. ам (Е № г) 


при чем в этом же промежутке производная (=) оказывается равной (по 
правилу Лейбница): 


$=К —5 
и. Е бы 11 & Е 1 
1 (=) = ы @ 925 [(< уе ] аа пе Ъ 
в 


и, следовательно, при К Са водержит фактором (2 —&) (& — <), а потому исче- 


зает при 2 = п при 2 ==, что необходимо для непрерывности 12) во веем 
промежутке 2.....4:. 


74. Дифференциальное уравнение „Леа 


$ 4. Дифференциальное уравнение Лагранжа (Эйлера); случаи 
интегрируемости в квадратурах, 


Мы впдели, что осели линия С даст ехгетит интеграла Л, то для этой 


линии 
“ 


Ел 
Я т ` 
1 | Би | 16 ИО, 
40 


где (т) — любая однозпачная фупкция, нопрерывная вместе с производной 
в пределах нитеграции и исчезающая ма гравпцах. Применяя основную лемну, 
получаем отеода: 
| (1) 

для всех значений 2 ог 2%, до <: и дан у, определяемого из уравнения лиш 
С. Иак, евли будем называть зиипи, определяемые дизеренциальным урав- 
Нёнием (1), экстремалями, то можем сказать, что линия С, дающая ехнении 
питеграла /,, необходимо должна быть дугой экстремали, и решешие задачи об 
ехшепиии”е питеграла Л, принодитея прежде весхо к нитеграции диФаюренциаль- 
ипого урависпия (1), которое называется диаференциальных уравнением Лагранжа, 
т.-е. к определению семейства экстремалей, и к проведению, загем, экетремали 
через две даниые точки А (2, %) п В (ть, у). 

Дуга экстремали А может даль ехениит нитеграза .Л,. 

Днеферспциальное уравнение Лаграшжа, вообще говоря, 8-го порядка, 
как видно из его раскрытой Формы: 


—ВКу—Ву-у Ву’ - У” =0, (2) 
где через оу" Я у’ обозначены частные производные 2-го порядка 
ФуНкШи (5, у, 9”) по аргументам <, 9, У”. 

Посмотрим прежде всего, пе может ли это уравнение в частпости оказаться 
порядка назшего. Для эзого пеобходимо 


РЕ 0 
ру’ буз == —_ 
| , БИБЛ ТЕЕА Хо РоУУРСК. 
и, следовательно, (2, у, у’) — линейная =упкция у’, т.-е 4 „—— 


Р(ь у) А (в, У) В (3) -9. ат, - 


Диференциачьное уравнение (Р) при этом принижаег вид: ЗА 5 0] 


. й . . 
Ау Ву — п; (В) =А В 9 — В, — у-У = 
а Е 3 


9А 98 а 
4, — В, — =. (3) 


Равенство (3) не содержит пп у”, ин У; следовательно, это пли конечное урав- 
ненпе, связывающес © п 9, или, в частпости, —тождество. 
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Пусть, во-первых, равенство (3) ‘есть тождество; тогла А п 1 суть 
частные производные по 2 и у одной Функции переменных 2, у: 


и интеграя 


и ® 2 
ы 9 9 
= Га Ву = Гоа и 6) 
6 9% 


ость интеграл полного дноференциала. В этом елучае нитеграл 
Теи (ть 1) — 4 (в о) 


и, следовательно, ие зависит вовсе от выбора линии (С, так что задача об 
е\тетип’е интеграла теряет смысл. 

Пусть, во-вторых, равенство (3} пе есть тождество. Тогла оно опреде- 
ляет пекоторую лннию, которая, само е0бою разумеется, пе проходит. вообще 
топоря, через даные зочки А и В, и, следовательно, в этом случае задача об 
ехиепиии’е интеграла „Г. вообще говоря, невозможиа. 

Во всем дальнейшем мы будем поэтому предполагать. что уравнение (1) 
есть уравнение 2-го порядка, и, следовательно, подъинтегральная фупкцяя 
Р(2,9,") пе есть линейная Функция у. 

Рассмотрим далее некоторые случан иитегрируемостп уравпения (1) 
в квадратурах. 

1. Пусть Е есть Функция одного аргумента у’, т.-е. Р==Р (у). Урав- 
нение (1) или (9) дает . 

Ру 9” =0, 
откуда 
= 4) 


В этом случае общий интеграл есть у==ая--6; следовательно, экетре- 
мали — прямые лицин. 
2. Пусть Г Функция двух аргументов хи у’, т.-е. Р-Р (=, 9’). Урав- 
пение (1) принимасг вид: 
Г: 
в), 
огвуда инеем первый интеграл уравнения Лагранжа: 
Ву == в00$. (5) 
Уравнение (5) — диееренциальное уравнение 1-го порядка, пе содержащее у, 
следовательно, интегрируется квадратурами. 
3. Пусть Е ункция двух аргумеитов у и у’, т.-е. Е=Ё(у, у’). Госта- 
вим комбинацию 
Е-—у- Е, 


н вычнелим: 
п в р а 
№ (-У-К)=В-у + Е, -у —==8Е -Еи—У-щш(Е)= 
ол Иа 
= Аш | 
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В силу уравнения (1) предыдущее выражение == 0, и, следовательно 
имеем первый интеграл уравнения Лагранжа: 


Е— у’ - Ву 60рЯ. (6) 


` 
Ураввение (6) — диюФеренциальное, 1-го порядка, не содержащее 2, и, следо- 
вательшо, интегрируется в квадратурах. 


Примечание 1-е. Данный в этом параграфе вызод уравнения Лагранаха 
основан на преобразовании первой вариации пнтеграха помощью интеграции 
по частям (39) и, еледовательно, предполахасг существование второй производ- 


а 4 
ной у по 2 (она входит в д. (Ё,,)). Между тем; говоря о классе донуетнмых 


4? Е 
линий, мы ие предиолагали существования 2. Существует другой вывод, сво- 


бодный от вышеупомлнутого предположения. При этои споеобе вывода до- 
2. 


42 
казывается существование ре дли чинии, дающей ехиениию пнтеграла, и ио- 
лучается для нее, конечно, то же уравнение Лагранска. 


Вывод этот основан на лемме: если №) —однозначная непрерывная 
Функция х в промежутке (2, 21) и если 


бл 


маг 6 (1) 


о ` . 


для вссх однозначных непрерывных =ункций (2), допуска ющих таковую 
же производную 377} н исчезающих для @ == и 7==хь то М постоянно 
в иромежутке (хе, #1). 

Длл доказательства заметим, что, если ^—какая-либо однозначная непрерывная 
<ункция <, удовлетворяющая условию 


Геа , 8) 


то Функция 


удовлетворяет условвям лемиы, и, следовательно, для нее имеет место равенство 
{1), т.-е. 

о 
[ 2 Мае=0. (9) 


ы 


Таким образом, всякая однозначная ненрерывная Функция 2, удовлетворяющая 
условию (8), удовлетворяет п равенству (9). 

Пусть тенерь 5, — произвольная однозначная «ункция х и пусть с есть следую- 
щее ностояниое: 


1 42; 


тогда Функция 


э* 


20 
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однозначная, непрерывиа н уховяетворяет, очевидно, условию (8), а следовательно, 
дя пес должно иметь место равенство (9). Таким образом, нуесм 


Са да я 
А Ча [| №4#— ска 6, 


я 2 


пли, обозначая через ^ постоянную 


р 
И. 
бо 


и вставляя вместо с его значение: 


2 21 Е 
ДГ мае |, 42 [| - (М— >) 42= (10) 
$ о 9% 
Равенство (10) имеет место для любой непрерывпой однозначной хункции 5. При- 


меняя рапес доказанпую основную лемму вариационного исчиолевия (ври чем роль 
Функции Г нграет развость М —^), получаем №=, т.-е Л постояюно для 
К = а = Я. 

Теперь обращаемся к данному в 8 9 (сормула 18) выражению первой 
варнации интеграла: 


ба 
Ве = Пе, -1 (НЕ 99) ] 4. 
о 


Равбиван питеграх на дна, нитегрируем мо частям первый из нах, 
принимая 9 (2) зави Ё,.42 за 4г. Замечая, что член, свободный от знака инте- 
грала, исчезлет, так как у (1%) ==х (7\} =, и соединяя затем все под один знак инте- 
граза, получаем 


Е 2 
р я - 47) 45. {11) 
Е Фо 
Если лниня С дает ехгениити питеграла, то 8.7, —=06 дли любой Функции 1» удовле- 


творяющен ранее ноставленным ограничениям. Применяя только что доказаиную 
земму, получаем 
я 
ое | Че 


2% 


Или 


" 
‚+ Ра (12) 
о 


Где ^ — ностояниос. Нравая часть равенства есть дифреренцируемая Функция 5, 
и производная се есть Пу; следовательно, м левая чаеть Янефсренцируема, и мы 
пуесм 


а = 
ау, 


т.-е. дли лииви С удовлетворяется лнехеренциальное уравнение Лагранжа. При 
этом во веем выводе мы нигде не проеднозожили существования для линин С 
второй производной у”; из лифференцируевюети А, легко следуег существовапие 
у", которое таким образом доказывается ирн иашем выводе. Доказательство 
может быть проведено следующим образом: зади 2 ириращение Да, при чем 
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уну получают ирпращения Лу и Лу. Но теореме о ковечном приращения 


имеем: 
И Лу ду 
а = (о 9 + ла (Вии РВ (Ем, +), 


тде в, 3, т вместе с Де стремятся к нулю. Так как но предположению существуют 
пределы (лля Дя=0\ 


АЕ» лу 

м Ч 
ла ня да, 
то нз последнего равенства следует существование 


о 
т ду 


Гав 


н притом, в силу уравнения Лагранжа, 


Существование у” доказано, за исключением случая Ерр=0, который зыше был 

исключен из рассмотрения. 

Примечание 2-ое. Доказательство печезания первой вариации 8,7, пнте- 
грала для линии С, дающей ехгешит, как оно изложено в $ 9, парйсИе пред- 
полагает что линии С клава допустимых линий, близкые к линшт С, могут быть 
взяты внутри полосы, заключающей линию С, другиуи словамн, 970 возможны 
«двухсторонипе вариации» линии С пли иначе—ее изменения в ту или другую 
сторону. Такпы образом результат, нолученный памп (сехеешииа может давать 
лишь дуга экстремали»), верен, если линия С лежит ннутри облаети, в которой 
могут находиться допустимые линии. Если бы линия С была частью границы 
области, то наши рассуждения стали бы пеприженияьт, так как иритернй обыч- 
ного максимума или минимума Ф\ 0) —=0, которым мы пользовались, предио- 
лагает) что переменное & может принимать зпачения, близкие к «==0 с той 
паи другой сторопы, а это может оказаться невозможным, если линия С 60- 
ставляет часть границы области допустимых линий; в самом деле, если, папример, 
вве аннни С’ должны лежать ниже линии ©, то разность у — у=а. (2) должна 
быть отрицательной и, значи, если функцию %(=) выберем так, чтобы она 
была положительна для 2, == 2 == 2, 10 а можег принимать только отрицатель- 
ные значепия. 

Сопоставляя все сказанное, заключаем, что линия, дающая ехнетшит, 
может состолть только из дуг эвстремалей п частей гранмцы области допустимых 
зиний. 


$ 5. Примеры: задача о нратчайшей линии на плоскости между двумя 
данными точками, задача о наименьшей поверхности вращения, 
задача о брахистохроне. 


Пример 1. Между двумя данными точками А (т, у), В (в, 91) 
на плоскости провсети кратчайшую линию (черт. 5). 
Расстояиие межлу двумя точками по какой-либо линии выражается инте- 
гралом: 
1 
ИГР? - 4, 


и 
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при чем класс допустимых линий задачи евостоит из всевозможных линий, про- 
холлщих через две данные точки и удовиетворяющих общим требованиям 
(ем. $1). 

- В данном случае Р—= ИТ У*; нысем случай 1-й предыдущего $ 4; 
уравнение Лаграняа сель у” ==0; экстремали-— прямые линии. Решение задачи 
может дать лишь отрезок АВ прямой линии. Постоянные пи общего ипте- 
храла у—=а2-|- 6 определяются нз условий: 


ое В, уета, +в 


получаемых из уеловнй прохождения через точкн Ап В. 

Расспотрим видоизмененную задачу: пусть зтребуетея определить крат- 
зайший путь между двумя точками А и В на местности, разделеннымн озером 
{чертеж 6). 


М 


М 


; Черт. 5. Черт. 6. 


В данном случае облаеть допуетимых линий ость вси плоскость за искито- 
ченисм части ее, занятой озером. Экстремали задачи— прямые липнн; но 
Экетремаль, соединяющая точки А м 2, пересекла бы озеро. Линия, дающая 
ехгепиит, соглаено принечанню 9-ну предшествующего $, должна быть 
составлена из дуг экстремалей м частей границы облаети; очевидно, это будет 

Х, г м 
путь ААИУВ, состоящий из прямых АМ п МВ, кавающихея ковтура озера, 
н из чаети ММ коптура. . 


Пример 2. Через две данных точкн А (2%, уо) и В (2,11) плоскости 
провести линию, которая бы прн вращении около оси 2 образовала 
наименьшую поверхпость вращения (чертеж 7). 

Величина поверхноети вращения выражается интегралом: 


Эа 
9 [УИ ту". 4х 
5 
и, следовательно, задача приводится к изысканню МИНИМУМА интеграла 


Я 
= [9 ИТУ? - 4, (1) 
3 
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Хх 
при чем клаес допуетимых линий задачи, кроме общих зребований (см. $ 1), 
ограничен, очевидно, условием, чтобы линия не пересекала осн 2, т.-е. чтобы 
на всем протяжении ее было у==0 (предполагая А и В вверхней полуилоскоети) 
и чтобы вез линии проходили через точки Ли В. 
В данной задаче К — у УТУ? и зы имеем случай 3-Е предыдущего 
параграха; первый интеграл уравнения Лагранжа есть: 


УЕ 


Для дальнейшей нитеграции полагаем у’ — в Пуро *). 


в 


Черт. 7- 


Предыдущее уравнение дает у==о с0з Пур Ф; дпеференцируя по =, имеем: 


9 = п Вуро==азшвурф- 42, , 
откуда: 
9 _1 _#—В 
Яр в? ИЕ 9 
и, следовательно, общий пнтеграл есть 
у==аеозвур В, @} 


[23 


*) 605 Вуру= 
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где © н В — произвольные постоянные. Экстреналн суть ценные линни, имеющие 
ось & директривой. Постоянные « н В определятотея из уеловий: 


о == 608 ур “°° 


9 = а 60 Пур =. (3) 


Определенню х п В из равепств (3) 
3х . соответетвует проведение лепной 
линии (2) через заданпые точки 
А и В. Залача эта в завиенмости 
от положения точек А п В бывает 
возможна илн невозможна. 
Поверхность вращения цеп- 
ной липии называется катепои- 
дом вращения. 


Пример 3. Тяжелая точка 
падаег по пекоторой лнним 
из точки А в точку В. По ка- 
кой линни она должна дви- 
гатьея, чтобы описать этот 
путь в кратчайшее время? 
(чер. 8). 

Предположим начальную ско- 
рость =0 н поместим в точке А 
начало координат, направив ось 9 вертикально вниз. Теорема живых енл дает, если 
через х обозпачны скорость тяжелой точки в момент 2, а через м ее массу: 


Черт. 8. 


т? — т . (0)? — ив? = Фу, 
откуда: 


= ИЖ- Из. 
4 _ ИТУ”. 45 
Но о ПРЕ" а следовательно, 


У 95 ИГРУ. 4 
Им Им-Ру 


н время 7, в которое тяжелая точка опнеывает путь АВ, выражается интегралом 


НН 
т У Е 


фе 


Задача приводитея к изыеканию мипимума интеграла: 


ИЕ 
—_ 4, 
/ 9 


(6) 
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при чем допустимые линпи, очевидно, ограннчепы требованпем У = 0. Нмеех 


случай 3-нй предыдущего параграха, м, следовательно, первый интеграл 
задачн есть: 


И Ея" Е 1 
Иу Иу-И ТЕ? Уу-ИтЕу 


ау) = с 


Для дальнейшей интеграции полагаем 


—= 60131, 


ЛИ 


И == 
Предыдущее уравнение дает 
9 — (609%. 
Днееренцируя ло х, имеем: 
У = 1 —= — С еозозво. т 


откуда 
45 —= — С 60% @р==— С(1- 603 9%) 42 
и, по нитеграцпи, 
, С 
о ОЕ с ВЕ 
2 С — о 


= 


Так как линия АР должна проходить через начало (А есть начало координат), 


10 для некоторого значення $ и 3 должны одповременно исчезать; у исчезает 
Е 3= 
при 2 =5, > и пры значениях, отличающихся кратными 9т. Пусть © 


печезает при $ = 


; ныеем: 


откуда С’ = Се 


э , 


ре > (= — 8$) — 5185} 
Я Сео 5 СГА 608 89], [5 
пли, полагая п — 22 =, 
=5@— 19), УС — 60 з). (6) 


Таким образом, линия кратчайшего времени падепня, или брахиетохрона, есть 
ЦиЕлоида. 


Раднуе © образующего круга определяется из условия прохождення 
цикхоиды через данную точку В (эх, 9,). 
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36. Общая задача вариационного исчисления с одной неизвестной 
функцией; общее определение вариации. 


Пусть имеем интеграл 


Эл 
РЕ С (1) 
5 


тле Р— данная однозначная пепрерывная Функция аргументов 2, у, ,...#®, 


допускающая таковые же чаетные производные до (и-| 1) порядка. Интеграл 
эгот есть Функции линин, так как получает определенное чнеленное значение, 


.. 


Черт. 9. 


воль своро дапо у в Функции 5 и извеетны пределы 20 н 2, т.-е., другныи 
словами, дана определенная дуга АВ линии, определяемой уравнением у— (2) 
(чертеж 9). 

Клаве довуетиных линий опредехяетея требованиями: 

1) для равематриваемых значений 2 ордината у есть однозначная непре- 
рывная Функция 2, допускающая таковые же производные до я-го порядка 
включительно; 

2) в зависимости от условий задачи, область изменения 2, у и некоторых 
из производных У” может быть ограмичена теми или другими требованиями 
(напр., допуетимые линии С все доляты лежать в данной облаети плоскости); 


3) пределы 25 и 2: и предезьные значения у нм вронзводных до (и—1) 


. . $] ‚ (в —1) 
порядка (1-е. 2, У, Уь- - 50° ©, бур и,. . ., 9) в зави 
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СИМОСТН ОТ условий задачи удовлетверяют некоторым соотнотенпям. Мы будем 
предполагать, что соотношения эй пмеют ВИД: 


О у 2) =0 а 
м р ее ь И =0 (&—=1, 9,... 2) 


при чен ж==я-|- 1, р=я-- 1. 

(Можно бы предположигь вообще еоотношения между воеми предельными 
значениями 2%, У, У - 5. Фь, У, Чи,. . . одновременно). 

Простейтая Форма предельных условий получаетен при т-=я-- 1, 
р=-- 1; в этом елучае даны пределы 2, 2, и предельные значения 
9 Посев ПА 9:1). : О Фупицив у и ее п—1) производных. 

Две линии С н С, определяемые уравненилии 9=(2) ин 9—9) 


и ихеющие общие концы А н 2, находахен в близости порядка р, еелн имеют 
меето неравенства: 


[9—9 | < [97-—у|<%..... [9—5 |<. (3) 


для всех значений 2 между абедиесами 2, п’а, "концов Ан В. Степень 
близоети характеризуетея положительным чнелом =. 


Линия С в это елучае лежит внутрн полоеы, шириною 9=, построенной 
около линии С н ограниченной ордипагамн 2—4, 2==а, и линилии 


и 


р Черт. 10. 


У= (2) -Е > (черт. 10). На всем своем протяжении от А ло В линня С 
близка к лнпии С по направлению касательных, по кривизне н т. д., в зави- 
енмоети от зпачепия чиела р. = 

В случае предельных условий общего тнпа, когда линни Си С могут 
не иметь общих концов, пуеть будут 2, 2.— абоциевы концов А н В линми С 
п 2 2, —абециесы концов А п В линии С. 
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Условияуи близости порядка р остаютел неравенства (3), к которым 
прнсоединяен требования: 2 


| 2—2 | <>, | 2—2 |<. (4) 
Но при этом нельзя уже сказать, что липия С лежит внутрн вышеупомянутой 
полосы шириною Ф&, так как, если, например, 2. >25, то точка В ложит 
правее В, и веем точкам линии С” с абсциесами 7>аи нет соотвегствующих 
точек линии С, по отнощению к которым бы выполнялись условия (3) (черт. 11). 


оЕ 


Черт. 14. 


Можно, впрочем, и здесь говорить о полоее шириною 9 около линий (, которую 
получиы, продолжив предварительно линню С так, чтобы абсциеса крайней 
точки была а) и чюбы при этом продолжении соблюдена была непрерывпость 
изменения у и производных з. 

Линия С дает ехшетит интеграла 3» если (в случае минимума) У, .. 


где С — любая линия класеа допустимых зпний задачи, достаточно близкая к (. 
Раесмотрим семейство линий С, власса допустимых линий задачи, зави- 
слщее от одного параметра @ п заключающее данную липию С при значении 
нараметра # == 9. 
Пусть 
У, в) 6) 


есть уравнение семейства, п пусть 
59 = 2% (@) п #1 = (а) (6) 
суть абецнесы концов А и В нинни С семейства. 


Соглаено вышесказанному имеем ; 


$ (@, а) — у (@), (9) — 4, (аи) —4. (7) 
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Предполагаем при этом, ато Фуакция (=, <) ееть однозначная непрерывная 
Функция аргументов 2, & дли областн нх пзменення 
%— Ааа щ-- 
с = 2 == 4 
н что она допускает таковые же частные производные по 5 и с, в которых 
дифференцирование по 2 производнтея ие более я раз, а по < не более одного раза. 


Отноентельно Функций (©), 21:() предполагаем, что они однозначные 
непрерывные с таковыми же произноднымп первого порядка для 


в — аж; 
при этом К какое-либо положительное чиело, козорое может быль сколь 
угодио мальты. 
В этих предположениях интеграл /7.› взятый для линий семейства (5), 


сеть Фупкция Ф_(<) параметра «, м иромзводная Ф‘() его по параметру 
при «==, называстея первой варнацией интеграла у, 8 


87 — Ф (в). (8) 


Вообще, пусть имеем волнчину У, значение которой зависит от выбора 
Функции 9(2) и может зависеть кроме того от значения 2; нпыми еловами У 
веть (см. введение) Функционал, зависящий от Фупкции 9() и от нараметра 2: 


ТУ [и 2. 


При выборе Функции (2), или змнии С, У сеть определенная Функция 2. 
Равемотрим У для семейства (5) линий С; для него У есть Функция 2 п нара- 
метра о. Производная У по при «—=0, пазывается первой варнацией Т 
н обозначается 8У: 

У— м 

бу "|. у 


Определения, данные в $ 9 в случае простейшей задачи, очевидно, являются 
частным случаем оиределеннй, данных выше. 

Процеее варимрования в общем елучае, каки в случае простейшей 
задачн, заключается в переходе от лници С к линии С семейства (5), в диеее- 
ренциреваиии результата по параметру © и в обратном переходе к линии С, 
для чего полагаем в розультате днехеренцирования © — о. 


В силу данных общих определений имеем: 


5 


(9) 


ей) 
и — | 9% —_ Гойи, а) 
[63 6 вода 
Я= 0 ь &=9 
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н точно так же, в силу тех же определений: 


(10) 


@ = 5 


Предпозагая опять общий елучай величины У, зависящей ог выбора 
линии Сиотх как от параметра (У— Фупкционал, зависящий от Функции (Е) 


н от параметра 2) и обращающейся для линии С’ семейства (5) в функцию Исх, ) 
перененной 2 и параметра <, вычислим, е одной стороны, 


а е другой — 


при чем заметим, что для данной линин С величина У есть определенная 
Функция 2. 


Замечая, что варнирование ееть дифхференцирование по а, с последующим 
предположением «==, п что прин диффереицированни по 1 с считается 
постолниым, так что можно положить Я — 0% безразлично— до пли поеле этого” 
цифференцировання, пмеем 


[ ат а 9х, а) 22 У(х, =) 
45 ас да ваще. > даде в 
@= 55 В. 


Бат __ [а [9 5) ] [ее <) 
ах д« \ ох Ее "А дхда рава 


о] 


Итак 

@ -г_ СУ 

С -=8 о ` (11) 
Т.-е. операцин варинровапия м дифееренцировання перемеетительны, откуда, 
между прочим, 


5 ЯН 
09 1, 
СТ И о 
59 а = У та Оф. - 
п вообще 
х 
С. ео 
у" = —; 84. (12) 
ах 


при переходе к лннии С семейетва (5 


7—7 (2, а) 


2 


при чем 
У (=, в) = 1% 
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Предельное значение У хотя бы при «==, есть 
У = У (2, в). 
Пра переходе к линии С семейства имеем 
Я — У (4% (2), <). 


При варнировании пам приходится дифоеренцировать У, по ®. Пропзводя это 
дноференцирование по правику дифхеренцирования сложной функции п замечая, 
110 2% (4) =», имеем 


= [4%] _. а вы 3% @)] = 


= Па с) ф > ы аа) о 


— % 


= | И т. 3, 
и = — [в г -85 (3) 


откуда 


и аналогично 


а 
[7] =&8Т, — = -бал (14) 
БИ 8, 
Полагая У=я, у, У”,..... ‚ имеем: 
[29 —= бу — у 8% 
== 
| 
ПРЕЕЫЕИ. 
т А на (15) 
[ву т — бл 9 — 5 . д 
и. 


и аналогично 


=. 
[25] — 6: — 1-89, 
=) 
В о оо в 1 (15°) 
[9°] — у — у. би, 
= 


Рассмотрим наковед варнацию данной Функции Ё (2,9, у’,... 9“) аргу- 
ментов 2, у, 7.... 9.  Соглаено общену определению варнацин и правилу 


дифференциревания еножзной Фупкцин, инеем: 


ы [еек А м ‚= [27 жу,.-. а 8] 
ду а —= Ел. мя 


+1 


32 76. Общая задача вар. мечиел. с одной неизв. ф-цией 


1" ОЕ =" [=] 
; С, И 25 м 0) Ра Е С 
) 


ОР, 9. у.) р Ови,..9) ,. р 
ду Ия ей С | 
, (#) 
ОР, ууу) ог 
За во у ву. (16) 


Таким образом, варипрование производится по тем же правилам, как и 
ди@Ференцирование; только 35 считается при этом постоянных, 
В винде примеров рассмотрим хотя бы такие нариации? 


&( ту") — Эту + бу; 6(а78у) — а*сову - ву 
(«р уу) =у-Зу Ту. 
Э(вйа ©") тр 6" 


Рассмогрым частный случай семейства (5) линий С, а именно, предноло- 
жим уравненне сомейства в внде 


. 
у — (1) + «-1(), (7) 
при чем 4 
у — (=) 
веть уравнение линни С, которая входит в состав семейства (17) и получается 
при а = 6. 

Функцию (2) будем предполагать любой Функцией 2, удовлетворяющей 
лишь еледующим условням: 

1) *(=) — непрерывная Фупьщия 2, допускающая таковые же производимые 
до порядка п включинельно для всех зиачений 2 от 2% до <, — абециес кон- 
цов Аи РВ линии С: 

2) *(2) н производные (=) до порядка и —1 вкшочительно печезают 
ДЛЯ Я — 2 Н Х==41. 

Вес линии семейства (17), очевидно, проходят через концы Аи В м 
нии Си находятся в соприкосновении порядка я—1 с лишней С как в А, 
таки в В, ибо нуеем: 


=, (а) = Зе), У’) ==), -...... й =" (Ув (1) 
2, =, 90) = (0), (3) ==У(в),....... Че)" (ва) (18) 
Возможность построения семейства (17) очевидна в случае простейшей 
Формы нредельшых уеловий, когла даны: 
о, У(я) == У, У) ==У-...... У ("о 
Фь 9(в:) = уз, У’) == Ул, ...... и" (2) =" 8; 


0 н в общем случае возможно выделить семейство (17) пз всего клава допу- 
стимых линий, ибо, если С’— линия этого класса, то для пее удовзетворятогся 
предельные условия (2), а следовательно, опи удовлетворяются н для всех линий 
семейства (17) в силу равенств (18). 1 
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При сделанпых предположениях относительно семейства (17) имееи: 


в —=0, 82, =0 (ибо ==, 2 ==) 


ву ===), ву’ == (#),.....-- вн" (а) › (19) 
и потому 
[27] ==) ==0, [8у'| == (в) =0,..... 1. в (1) =0, 
С то 20 
в. = (4) = 0, [8 ЧЕ =) =0.....| у = 4 (а) = о. ( ) 


Возвращаясь к общих предноложениям отиосительно семейства (5), вычис- 
лим первую варнацию интеграла (1). Имееи: 


ах. = 
&Л. — [2] _ = ‚Г а 9) & | _ = 
иж: у ` и = — в 42 
=, У Уь----- ) ж— И(аь У Ур» ---- % Ех 
дЕ (5, 9. у. рабы ЧУ | 
х в | 
= Р(аа, Уи, Ч... у) 82, — Р(ь, Чех Чо». --... Чо) 8 -|- 
7 
Ном Во у), 
о 
наи, полагая для краткости 
о оезьаааь 4) == [2 | А, ПЕ. Пръзововьвь 9) == [Е фа 
и вводя обозначения 
де Е де дЕ 
ЕРЬ ЗИЕРЬ Зи-ЕРЬ ---..--. =, [2 


пыееи, в еилу равенства (16): 


а 
ал, = [А - За) — [7 - Зо |- и {Ру -- Рау | -=-=-.-НР, 844 (99). 


Разбивая иптеграл во второй частн на сумму ннтегралов п производя последо- 
вательно интеграцию по частям, имеем, в силу Форшух (12): 


ЕЙ ма та — т Ра . ах, 


и Е 


Г Р.8у’.41= Г! № Е . @с = ГР, 85] А буд, 
2 


и 


Основания вариациони, исчисл, 
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у Р.Зу”4е == у ри 4 — [Ру] ‘зи ЧР: уе 


25 2 25 
= [2 У]. Е ы" а п в ве, 


“ 


Силадывая результаты п вводя обозначения: 


ар.) @Р, ФР, 
Ро) = Р — о Ре 
ар. | @Р, ‹ Л 
(РР .... 4. н: и 
ар, | @Р, ФР 
т ЯР. 
р АА ме м и а (23) 
Р ЧИ: 
р 
[9 я. == ®? 
имеем из равенства (29): 
то м т 3 К (1—9 
8, [2], 25 [2 1.0 = (Розу (Рау +... НР № 
у 
--.Х (Руа. (84) 
$ 


Пусть лпния (’даег ехиепиий ивтеграла 4; Ограничивая изменение 
в уравнении семейства (5) линый С, т.-е. выбирая Ё в неравепствах 
ба -|-Ё 


достаточно малым, получаем, в силу сделанных допущений отноенгельно Функ- 
ций $(х, в), 20(е) и 2:(@), анпин С, близкие к линии С. В самом деле, не 
трудпо усмотреть, что иеравенетвам (3) п (&) для р== я можно удовлетворить 
для любого =, выбирая Ё достаточно малым. № этих предположениях 7. = Ф(@) 


н <. (п случае шшипито), Функция Ф(=) пмеет танинлий (или тах 
шип) при а==0%, и, следовательно, Ф”(в,) ==0, т.-е. 
5. = (25) 
Выберем, в частноети, семейетво (5) в виде 
9—4) Е в.) (17) 
при сделанных выше предположениях относительно (2) и пределов 20 и 2% 
(1-6. =, 2, =). 


р 
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Тогда, в силу равенств (19) и (90) из Формулы (24) имеем: 


1 
ее "` — 
51 — | (В). чае =0 
о 
дая любой Функции *(), для которой выполняются вышеупомянутые ограии- 
чения. = 


А потому, в силу основной ломыы варнационного почисления (ем. при- 
мечавие в $ 3), нхеем для линии С: 


ар, фе 
: (= Е. ти. 


ни. а ^ у 


Чаи 
Уравнение (26) есть диеФеренциальтое порядка 9; оно определяет семейство 
литий, зависящее ог 9 параметров (постояппых интеграции). 
Линии эти назовем окегремалями. Линия С, дающая ехиепиий лите- 
грала 7, › согласно предыдущему, должна быть дугою зкетремали. 
Предиолагая далее, что линии С’ есть дуга экстрехаяи, рассмотрим семей- 
ство (5) общего зипа и вычиелим соответствующую вариапию 1. В сплу 
Формулы (24) и уравнения (96) писем: 


Заменяя [8“”] 7 [9“] на основании Формул (15) и (15°) и замечая, что 
о ет 


> 
ый 


с ==0, так как С по предположению дает ехтетит, получаем окончательно 
[2 (Ру —(Ру"....... (Ри. . [А и 8 -|- 
93 © 
+ [(Р.)] - и -- [е.)] бу Е НР], ь ву Е 
(8 Я а 
я . Ви {1—1} 
Е. [Ро] - ув — о - ВУ — ны: в -бу” '=—0. (98) 


Равенство (28) сеть соотношение мех (у варнациямиг пределов и предельных 
значений у н производных у до (и—1)-го порядка. 

Обращаясь к предельным условили (9) задачи, варипруем их, те. пере- 
ходим в каждом пз равенетв (2) ог лниин С к линни С семейства (5), при чен 


То У У ------ „Я у У. - - - Зменяются через 9%» Ух, У - > бь Я Уь- 


дифференцируем по © и полагаем @ — 0. Получаем, как легко видеть, линей- 
ныс соотпотения для варпаций пределов и предельных значений: 


Ф, _ 04, _ 9, 24, 

а ее З ддекь 8% = 0 

о 9 0 ус (29) 

ач, т о ди, ; 
а, к т Ко Е И — 

о и СЕ ди, За |... ---. Роу би 0 


((==1, 8,...ж5 #1 8,... 2), из которых т-- р вариаций выражатотся 

линейно через 2(”-|-1) —ж—р остальных,  остающихел произвольными. 

Вегавляя эти выражения в равенсгво (28), которое дояжно иметь меето для 
3 
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весвозможных вариаций, удовлетворяющих только усзовиям задачи, получасы 
линсйвое соотпошение между 2! 1)-ш-—р остальными варнациями. 910 
соотношение доляио иметь место тождественно, ибо оставшиеся вариации не 
связаны никавиии соотиотенияжи в енлу условий задачи, а потому 8(и -|- 1)— 
—т__р КозоФициентов при парпациях должны нечезать. Таким образом пояу- 
чаем (и -- 1) —2-—р уравнений, связывающих только прежелы и предель- 
ныс значення у и производных у, кохорые вместе с ж-|- р предельными усло- 
впями (2) задачи образутох снехему 9» --2 уравнений. 

Предиолагая, что (2) есть общее решение дизференциального уравнония 
(26) и, следовательно, зависит от Зи поетоянных, мы, по подегановке в систему 
вышеупомянутых (9 —|-2) уравнений, имеем соотношение между 2, 21 и 9 
чостолниьгии интеграции; все эти неизвестные определятся из (9% -|- 2) с00т- 
чошений, и таким образом мы находим вполне определенвую дугу экозремали С, 
удовлетворяющую предельным условням задачи. 


Таков общий путь для определения искомого решения. 


Примечание 1. Интетрации по частях, которыми мы пользовались при 
выводе «ормулы (94), предполагают существование и пепрерывность производ- 
ных у до порядка Жи включительно, так как в (Р) входиг член: 


67 Рь —3 4" ( Е 
да аа 50) ь 
0Р 

а в состав этого последнего между прочим входит тео - У”. Возможен дру- 
гой вывод днеференциального уравнения (26), который. не предполагает а ретог! 
существования производных у выше я-го порядка и, следовательно, не нала- 
тает повых ограничений на класс допустимых линий; прн этом доказывастея. 
Что Для липин, дающей ехёетии, существуют непрерывные производные до 
порядка и, и по-прсяшему получается АПаеренциальное уравнение (96). 

Заметии здесь же, что в выражения (Рь), (Р1),-.. входят частные про- 
изводные Функции Ё но аргументам 2, у, у',... 92 до порядка в-|-1 вклю- 
ЧИТольно, и потому мы потребовали в самом начало существовапие и непре- 
рывиосеть этих производных. 


Примечание 2. Уже было указано, что доказательство иечезания первой 
вариацин &л, интеграза для линни С, дающей ехшетит, как оно изложено 


во пирейе предполагаст, что линии С класса допустимых линий, доета- 
точно близкие к линин С, могут быть взлты внутри полосы, заключатощей 
лишию С, другими словами, * что возмодты «двухсторонние вариации» линин 
С, или иначо ее изменецие в ту нли другую сторону. Аналогично дело об- 
стоит, очевидно, н в общем случае, разобрапиом в настоящем параграее, н 
результаты его справедливы в предноложении, что рассматриваемые варпации 
«двухсторонние». ы 


Примечание 3. Дихоеренциальное уравнение (26), опредоляющее экегро- 
мали задачи, очевидно, не зависит вовсе от предельных уеловнй. Поэтону лля 
весх задач, отличающихся одна от другой только предельный условиями, это 
уравнение одно и то же, и, следовательно, для всех этих задач экетремали — 
одни и те же. 
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\ 
8 7. Примеры: кратчайшее расстояние между точкой и линией, 
между двумя линиями. 


1. Требуется найти кратчайшее расстояние точки А (2, %) до 
линни С, ураввение которой у==9(2} (черт. 18). 


Ве) 


Алу) 


Я 


Черт. 19. 


Задача приводитен к пзысканию ехгетин?’а интеграла 


а 
—= 4] - 
пей ИГУ”. 4 (1) 

35 
ири предельных условиях: 2%, у, — данные чиела, а 2;, у, связаны одним еоот- 
нотением 

У = (42) - (2) 
Дихеесренциальное уравнение 


пр Ша 
(Рь) == Рь аз — Е, йх Е 0 


то же, что в случае кратчайшего расстояния Двух точек, т.-е. у” ==0, н экстре- 
мали — прямые змтнин. 

Варнация У., если С — прямая липня, выражается формулой (87) преды- 
дущего параграа, в которой следуех положить 


ви —0, Р— УТУ 
В, ов —0. 


у КА 
$ 0, р, И? (Ра) 


Совершая сще замену 
[9]. = —9ъ. 8 =0 
ы [9 ==: — 91.69, 
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вриходим к равепелву (28) предыдущего $ 6, которое в данном елучае имест 
Вил: 


РЕ с. И ры ов Баша с 
М ИЕТУИ. ва утруз 1 — Ув) — урруяви 
Е. Ву: —=0 
ну у 
или бал -|- ут д, ==0. 
Варнируя равенетво (9), имеем: 
89: == (а) - 52, 
и, вставляя в предыдущее равенство: 
1-9 (@й=0. (8) 
Равенство (3) сеть условие нормальности прямой АВ к лишии @ 
Итав, кратчайшее расстояние измеряется по нормали. 
Если уравнение линия С’ есть 
у=ая-|- 6, 


10 у1==а; у: == 44а -- 6, и равенства (9) н (3) вместе © равенством 4 —а--6 
позволяют найти х,, аи 6. м 

2) Требуется найги кратчайшее расстояние между зиниями О и С, урав- 
невия которых у==9(2) п у =%(&) (черт. 13). 

Задача приволитея к изысканию охе- 
шии’а интеграла 


= ГУГЕутаь (1) 


при предельных условлах: 
У0==9(2%), у: == (т). (4) 


Днезеренциальное уравнение задачи 
прежнее; эксгремали— прямые Зинин. 


Предиолагая уравнение линии С’ в виде 


езанва-) 
Черт. 13. у 6 
имеем так же, как и выше: 


@ 


ый) 


8. = ИН? . 2— УТ - ве УЕ = (9:1 . 81) У (8 —У’о. 8) 
я | 


ЗН. — бу 6 
ИТУ ИРУ 


Варнируя равенства (4), имеем: 


$: —=$(11).69, Зы). ва. 
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Ветавляя в предыдущее равенство и замечая, что вариации 8х, н 8) — 
произвольные, приравниваем коэффициенты ири ипх нулю и получаем: 
1-20). 96 = 0, 1-Е (аа) у: ==0 
пли, так как у. ==: = =а 
1 рае) ==0, 1 а) =0, 8) 


т.-е. прямая С должна быть нормальга к давным линиям Си С. 
Равснства (5) и (4), в которых едедует заменить у, и у, еоответственно 


через 
ао и ам Ро 


{на основании уравнения у==а*-- 6 линин С), позволяют найти хо, за, аи 6. 
Замечание. Если рассмотрим вообще питеграл 


. я 
= Гы 
5 
и вариацию &/, в предположении, что зиния С есть дуга экстремали, то успо- 


зие при пределах принимает вид: 
УИ 
АЛ, = [2], - № — [Е], - Яжо -|- (ржа. =0 
пли, замечал, что (Р,) ==Р; =, н что 


[ы]. =, —9'-8, [8] = — 9-8, 
получаеи: к 
[Е уе, 1. - ва 2. ], - 8% Пе 1-8 =. 1. 8—0. 


Еели точка (2, У) неподвижиа, а точка (2, 9:) может перемещаться 
по данной линии Сб, то 
бт ==0, 8—0, у: ==%(а) 
и, следовательно, ы 
6/1 = (218, =, . ба 
и ммеем окончательно: 


Из, у» Уз) -- 9) В, (2, уь 91) =0. (6) 


Условие (6) называется условием трансверсальпости; оно в точке 
(2, 91) евязывает тангенсы У: и Я, углов наклонения к оси х касательных 
к экегремали С и к липии @. 

Если точка (2%, Уз) тоже может перемещаться по некоторой линии @ 
10 и в иней получаем условие траисверсальноети экстремали С к лиини [0 


Ио, у» Ув) (9—9) Е, (5 9ь У) ==0. 
Из, у, у) = Уттру? 
Из, у, у) == Ма, у). Ут у", 


Если 


или даже, вообще, 
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то, как легко убедиться, условие траневерсальноети обращается в условне нор- 
= Г 

мальноети эксгремали к линии С нли С, как это н имело место в предыдущих 

задачах. 


$ 8. Задача вариационного исчисления с несколькими искомыми 
функциями. 


В дальнейшем будем для краткосхи письма предполагать две а«уикции 9 
и 2 переменного 2; рассуждения вполие применнмы к случаю любого чиела 
Функций. 

Иптеграл 


НС 
Я. == | Те. оные ОЕ ое 2) ах (1) 
о 


получает определенное численное значение, коль скоро давы пределы 2, и <, 
и даны у и 2 в Фупкции 2; 
У—1(2), 2—3) (2) 


` 


или, иначе — коль скоро дала пространетвепная линия С, определяемая уравне- 
ниями (%} и имеющая концы в точках 


4(=, У == 9(2%), 6 == &(2о)) и Вт, Ча = (21), 1 == 2(271)). 
Таким образом, нндеграл (1) есть Функция лиций пространетвенпой. 


х 


С Ве, =) 


и 


Черт. 14. 9 


Функцию Й предполагаем однозначной, пенрерывной, в таковыми же 
частными производными по всем аргументам до того порядка, который нам 
потребуетея в наших рассуждениях. 

Класс допустимых липий определни требованилин, аналогичными требова- 
ниям $ 6, т.-е. уп будем предполагать непрерывными однозначными ®унк- 
Циями 2 © таковыми же производными до я-го н до 72-го порядка. Предель- 


г 


ыы 
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ные условил могут быть различны, в завиенмости от задачи; равным образом 
область изменения аргументов Функции может быть так пли иначе ограничена. 
Рассмотрим сначала семейство линий Ю, ниеющих © линией С’ общие 
концы А и Ви воэтих концах равные значения производных у из до 
(п—1)-го н до (м—1)-го порядков. 
Уравнение линни С семейства предполатаем в виде: 

у =9@) «1, =) --«. (а), (3) 
где (2) и (2) — непрерывпые однозвачные Функции с таковыми же произ- 
водпыми до я-го и до т-го порядков, исчезающие при =, п х==х;, вые- 
сте со своими производными до (и — 1)-го и до (2 — 1)-го порядков. 

Ограничивая изменепне о, можем всегда достигнуть того, чтобы линии @ 
семейства (3) находились с лннией С, получаемой при © =—0 в близости ка- 
кого-либо порядка по у м поз (не выше я по у н пе выше т по 2), т.-е. 
чтобы удовлетворялиеь требования 


а” < (Ф=0,1,9,.....), 
7 — (=0,1,9,.....), 


для данвого положительного числа е, которым характеризуется степень близости. 
Можем далее расемотреть более общее семейство линий С 


9 = $(5, а), - В %(т, а) (4) 
в коордицатами концов 
т ==), (5) 
прн чем 
$(2, в) ==9(=) , 1, в) = #2), %(%) = , #1 (в) == 2: - (6} 
Сохраняя определение $ 6 для операции варнирования, имеем: 
с до(к, с) | ея 
[9 ы [жа 
= а 
п в елучае семейства (3) ‘ 
8у— (2), вЕ=6 (2), 
Ву == (2), 28) — С® (2). (7) 


Цовторяя вое выкладки $ би сохрапяя все преяшие обозначения Р., Р,,..., 
(2%), (Р:).--, а также полагая апалогичио 


Е ОЕ Е 
Е = ь И, 
а 40. д” 
СЕ ПЕ 
м 90, 420 и 
= петелеееньнее ПЕ фе (8) 


(Оп) = Оша — 
(От )= О , 
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имеем общее выражение первой варнацин интеграла (1): 
9 
81 — БР]: аи — [Р]; в -- Г ЗЕ 
с = [2] ма — [2]; ва 
45 


=> [2]; 22, а ‚З®-- 
5 Л И ры - 2.89" |... Ру | Ок Е Оба Др — 
7 = [ее — [#7] ди -- 
Е [ежу -- (ву... (Рвуе-9 (О)... (Отв 9 Л. Я 
д у И ву -|- (0,) за». (9) 


В Формулу (9) можем ввести още выражения 


[ бу) С = 8/9 — у а, [ ву® ы ау: — у, = и 


Й 5) Л ЕЮ — 50 д , [ ВИ 1 = ® АН), а | 
о а 


(ем. $ 6). Предполагая в частнодти семейство линий С в Форме (3), получаем, 
принимая во вниманне то обстолтельсхво, что (2) и &(=) печезают вместе 
60 свонии производными ло (и — 1)-гои до (т 1)-го порядков для &=—4 
И ДЛЯ 2—2, а также, что 20 ==, 2: ==, а следовательно: 82% == 0,52, ==0, 
У 
я { 
ме =. | 29) (09 66 | 4 (11) 
4% 
Еели лнния С дает ехгешиш, 10 5/. = 0. Предположим в частности 5(1) = 0; 
тогла получаем: 


5 
+ &Ле = | (Ро) ч(2)ае == 0 
Фо 


для любой Фуикции *(2), удовлетворяющей вышеупомянутым ограниченнях. 
Отеюда, в силу основной леммы 6 3): 


(р) 0. (12) 
Совершенно так же, полагая (2) равных пулю, получни: 
(0.) =0. (13) 


Уравнения (19) п (18) еуть дифференциальные уравиения задачи. 
Еелн даны пределы ху 2 и предельные значения у, у, .-.....* 
о =” я (т) 4” @— ра И 5 ®-—т 
А, 00 ,---. Ао Мо ь--- 9 21 э- ++ 21 ‚ 10 
остается постоянные интеграции определизь по этим даниым предельным 
значениям. 
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В елучас предельных условий более общего вида, раесмахриваем далее 
семейство (&) линии С предполагая, что для линии С’ удовлетворяются уравне- 
ипя (12) и (13); тогда нолучаем: 


& = [7]; 22 АЕ Вто -|- 
НКР +... НР) ии-о - (00 8 ..---Е (Ол) во р (14) 


Преобразуя эхо равенство помощью оормул (10) и варнпруя предельные уело- 
вия, идем далее тем же путем, какой был указан в конце $6. 


$ 9. Примеры: кратчайшее расстояние между двумя точками, крат- 
чайшее расстояние точки от поверхности и точки от линии. 


Преднолагая = (2, у, у, 5, 2), имеем: 
Рь ВР Вр, 9, Е,, О, = Е... 


Дифоеренциальные уравнения (19) и (13) $ 8-го принимазют вид: 


” НВ 
Е — п у) =0 т 
я Й ( ) 
Е— 1 (Р.)=0. 


Условие (14) при пределах принимает вид: 
Я 
[№ и 8х. — [2]; ба, -|- [и - бу -|- Е. - 8 | ы —0. (8) 


Пример 1. аа кратчайшее расстоянне между двумя данными 
точками А (57, У» 50}, В (2, уь, 8). 


эл 
Расстояние /› — 1} И ГРУ 2? - 4%, 


у 


у= УТУ 2". 
Дифоеренциальные уравнения (1) дают: 
= ыы г в 
®(утрути) = › в(утрикн)=ь 
откуда 
И = 


к И рвы = сопзё. 
ИТ 5 з ИТ =". ь 
а, следовательно, 


9 — 60081. = № > В Е 


откуда 
у те--а Ь = -[ 5. 
т.-е эксхремали — прямые линии. 
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Остается провести прямую лиишо через данные точен, т.-е. определить 
т, п, а, 6 из условий: 


у ==та -а, 20 == —- 6, 


Ча = а, 2 =и2 -|- 6. 


Пример 2. Найтн кратчайшее раестолние данной хочкн А (2, У, 2) 
от данной поверхпости 2 == $, 3). 

Апоференциальные уравнения задачи то же, что п выше; следовательно, 
экстремали — прямые линии. 

Предельные условия таковы: 2х, Ук &-—- данные числа, а 21, У, 2, свя- 
заны одним соотвошеннем: 

21 =, 91). 
Вариируя его, инеем: 
до 


с дос > > 
а бл; -|- ‘дих 169 -|- 91 9. () 
Условие (2) принннает вид: | 
[2]; ак + [8-9 Кв ],=0 


или, так как: 


[] = — 9 - , [=], = 5, — =: -8%,, 


то имеем: 
| =] ва [Е]: + [8.] :2==0- (5) 
Замечал, что 


. 


енд т Ей заЕй Е 
и — 
24-4 1 
Р—Еьу-—Ри-д УЕ, 
получаех: 
81, -|- Угу: —|- жгбв, = 0. (5) 


Подетавлия 52, нз равенства (Е) п прнравнивая нулю коэффициенты при 82, 
н бу, имеем: 
Тарр, =0 , 1-Е: = 0, 
или Е Зо ЗА, (6) 
Условия (6) — не что иное, как условия пормальноеги прямой — экетре- 


мали к поверхносхи 2=Ф (2, 9) в точке (ть, ув, 2ь). Итав, кратчайшее рае- 
слолние точки от поверхноети измеряетея по нормали. 


Пример 3. `Найхи кратчайшее расстояние данной точки 
А (2, Ув, 0) от данной лиини С 


У—9 5, ва) 


Диоференциальные уравиенин задачи то же, что и в 1-Й задаче; еледо- 
вахельно, экстремали — прямые линии. 
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Предельные условия таковы: 2, Уз, 23 — даны; 2, и, х: овязаны двумя 
соотношениями 


и = 9 (21) 2 ==8(2), 


варвируя которые, имеем: 
= - 65, р =. - 02. (т) 


Условие (2), как н во 9-ой задаче, ниеег вид: 


За ут били ви ==0. (5) 
Внося сода выражения (7) для бу; и 52, получаем, по сокращении на 52, : 
Туи --аг - Г ==0. (8) 


Условие (8) есть условие нормальности прямой — экстремали к данной 
янипи С в точке В (2, у, 2). 
° Штаь, кратчайшее раестоянне точки от данной линии измеряется но 
пормали. 


Замечание. Ве решелия задач варнационного иечиедення, получен- 
ные пали, не доведены еще до конца, так как мы пользовались только необхо- 
демыми условиями ехгелпил?а и не имели призваков для различения шахипия”а 
ог имиии’а. Так, папр., в носледней задаче нормаль, проведенная из дан- 
ной точки к данной линии, может давать не кратчайшее расстояние, а нанбольшее. 


$ 10. Условный ехетит. Задача Лагранжа. 


Пусть имеем интеграл 


2 
С и! о) 
Зо 
при чем Фупкцни 9, х,.., и переменного 2 связапы соотношениями: 


(Е Е оо О) 0 
о и) 0 


чиело которых меньше чнела хувкций. 

Пределы 2,2, и предельшые значения 9, х,... в и производных связаны 
теми или другими предельными уеловпями. 

Задача определения у, х,...м в Функции 2 так, чтобы удовлетворялись 
вее перечисленные условия н чтобы ннтеграл „7 (1) принимал наибольшее 
или наниеньшее численное значение, есхь задача условного ехгетии?а. 

Эту задачу можно всегда привести к задаче того же хина, но в производ- 
ными не выше 1-го порядка, увеличивал зато число Функций. 

В самом деле, если, папример, я есхь порядок панвысшей пронзводной у, 
то, стопз ввести производные у, начиная © 1-го порядка и до (и—1)-го 
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вклочительно, как новые Функции 2, обозначая вх, например, ул, У», _. Уна» 
п тогла в нитеграл (1) и в условия (9) будут входить лишь Функции у, у, 
Уз» --- Ув-1 и производная первого порядка от у„_:, пбо 


у — 


4 @ ЧУ 
У › о (3), 


которые устапавливают значения вновь введенных Функций; эти условия тоже 
не содержат производных выше 1-го порядка. 

Поступая так ке с л,...% мы достигнем вышенамеченной целн. 

Итак, доетагочно ограничиться случаем, когда в нитеграл (1) и в уело- 
вия (2) входят производные не выше 1-го порядка. 

Измепяя обозначения, мы имесм, таким образом, задачу об изыскании 
ехгешии?а интеграла . 


Я 
Ус =\ @ ры Ро заооос Уи, У, У». -...У а) (2) 
Зь 
при условиях 


ФИ, Ув Ч... Уву Ун Уаз... .-и == 0 (5) 
(=, 9, 3,..... т), 


де У, у»... Уи — Функции я, ау, , 9. ,..-У» — их первые производные но 5. 

Предельные условия могут быть различного типа (при чем, конечно, они 
ие должны противоречить условням (5) при = и при 2==4,); мы огра- 
ничимен простейшти случаем, предиолагая, что даны пределы 2, 2 и пре- 
дельные значения У Узо,..-..- Уно м У» Уз» ---Унз ФУпкций 9, у... - У, 
при т — 2 ин при ==. 

Задача, поставленная нами, называется задачей Лагранжа. Легко убедиться, 
что к ней приводится общая задача безусловного ехгетип?а, рассмотренная в на- 
раграхе 8-м; стоит только повторить рассуждения, изложенные в начале 
настоящего параграа, предположив, что отсутствуют уравнения (2). Мы мо- 
жем сказать, что интеграл (4) есгь Фупкция линии С в пространстве п -|- 1 
измерсний, определяемой уравненияин: 


У: ==9:(6), уз==9,(%), -...- 9, = 9н(2)- 
Еласс К допустимых линий определяется, во-первых, требованиями общего 
характера (однезпачность, непрерывность Фувкций у, %,..-9, ), затом пре- 
дельными условнямн и, может быль, требоваинем, чтобьт все линии лежали в неко- 


торой облаети пространства п -|- 1 измерений, и, наконец, условиями (5). 
Рассмотрим интеграл 


5 


а а т и 
< к=[ {И-- ХА; =} биг, (6) 
.. о Ь 
тде №, ^»,... ^„— произвольные Функции . 
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Куасс А’ допустимых линнй определим теми же требованиями, как и для 
интеграла (#), за исключением условий (5). (Очевидно, классе К” еодержит 
в себе клаее К. 

Предполагая Факторы №, ^»,...^„ как-пибудь выбранными, решаем для 
интеграла 3, задачу о безусловпом схиотииге. 


Применяя результахы предшествующего параграва, приходим к диеое- 
ренциальных уравнениях (см. урави. (1) предшествующего $): 


96 _ а4/06\__ \ 


= че.) (=1, 2, 3,....п), (7) 


которые вместо © предельными условиями, при даннных №, №», .-.....^„„ опре- 
деляют липшо С, дающутю безусловный ехиешиши иптеграла 3 - 


Теперь, пользуясь произволом выбора №, №,...^„» выберем их так, 
чтобы для эхой липни С удовлетворялиеь условия (3), т. - е. чтобы она припая- 
лежала к классу К. 

Для этого стонт лишь к дноференциальным уравнениям (7) присоединнть 
условия (5), и мы получасы систему 

, 
и (5%) = (= 9,....2) 


$; (©, Ул Ув ----Уь 9 ---.- 7) =0 = 8,....т) 


(8) 


т-|-п уравнений для определения 27 -|- » неизвостных Функций ул, Уз, --. У 
^ь ^5, 
порядка п производвые и, №,.--^„ до 1-го порядка- 


Чтобы удобнее определить чиело поетоянных питеграция, введем ироиз- 
водные 7;, У»,-..у, Как новые Функции 2, и тогда система (8) заменитея 


Пр 


..,^»„ Уравнения эти содержал пронзводные у, ,..-/, До 8-го 


системой 1-го порядка: 


06 а [06 \ _ Е о 
в а) о в 
ый (©, 1, У... У» уь У > га у ,) ==) (9) 


ее оао ПЕ ао) 


9 -|- 2 уравнений с Зи Ей функциями уз, у5,..-У,) Ув, Че... --- р 
^,,...^„. В Чинеле этих уравнений носледние хе (уравнения Е 0) — ко- 
нечиье, и из них т пз Функций можно выразихь через Зи остальных. Внося 
эти выражения в первые Эя уравнений, получим опетему 1-го порядка из 
2" уравнений с 9 =ункциями. 

Чиело ностоянных питеграции, как видно из предыдущего, равно 9, 
ц весе они .определятея из предельных условий. В самом деле, согласно 


предыдущему имеем: 
Ч.=/, (а, Сь бь-...- Сы) Е) 


и предельные условия дают Фи уравнечий: 
ред 
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А = р. Шы бод оо @ 


откуда найдутся С, С,,.... С. 


эп 
Пусть найденная таким образом липия С’ даех хохя бы шиишиий инте- 
грала 3; тогда 


Е: (10) 


если С— любая достаточно близкая к С линин класса К’. В застноегн, нера- 
венетво (10) справедливо для всякой достаточно близкой к С линни С принад- 
лежащей, как и С, к классу К, ибо класс К содержится в классе К”. 

Но для линий класса К уеловия (5) удовлетворяются; поэхому подъ- 
интегральная Функция интеграла ) обращаетея в Й п, еледовательно, нетеграл 
) совпадает е интегралом (4) Л, так что имеем из неравенства (10): 


ть (11) 


тле С любая, достаточно близкая к С линия класеа К. 

Неравенсхво (11) показывает, что линия С, найденная нами, даст решение 
поставленной выше задачи Лагранжа — об изыскании ехтетлиг“а интеграла (1) 
при условиях (5). 

Итак, решение задачи Лагранжа находител из системы дифоеренциальных 
уравнений (8) и из данных предельных условий, определлющих постоянные 


нитеграции. 
Метод, развитый выше, носит пазвание метода неопределенных множи- 


телей, так как он заключается в замене задачн об условном ехгетилу’е задачей 
о безуеловиом ехгети’е для интеграла ,, завлючазющего неопределенные 
множнтелн ^,, №,..-^„», Кохорые вахем определиются помощью условий (5). 
Из предыдущих рассуждений, однако, не следует, что указанпым приемом 
найдем все решения задачи Лагранжа, так как осталось педоказаиным, что всякая 
лнния С, дающая условный ехтети нихеграла ./,, в то же время дает при 
подходящем выборе Факхоров №, А», . - -А„„ безуеловный ехгетиии интеграла 3). 
Примечание. Систему дифференциальных уравнений (8) или эквивалентную 
ей систему (9) можно заменить другой системой, более удобной, вводя новые 
переменные. 
Сохраним переменное независииое 2 и переменные у., ^., а вместо пере- 
У" = 
менных у; введем новые р, положив 


— в 
< 0 


(ЕЙ, ®зъен (12) 


о . и 
Равенства (18) позволяют выразить у; через р» У» АЯ 2; подставляя эти 


выражения в уравнения (9), получих преобразованиую систему. Но удобнее 
получить ее еледующим путем. р 


1} Исследования Мауег’а разрешают затронутый здесь вопрос. 
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Равемохрим выражение 


И-е- ув, (из) 


которое можно выразить в Функции как етарых переменных, так и новых, 
т. е. 2, у, Ро ^ дли этой цели у’, следует заменить пх выражениями через 
новые переменные из равенств (19). 

Рассматривая И как Фуикцию 2, у, р» ”, имеем: 


эн 96 96 ди ® 
- Не Зоо = МП 
чу, 9; сааб в: 
® 
или, в силу равенсяв (12): # 
А ВВ 
ду и, 
н точно так же 
9Н в 0 0 п ду . . 
В и) К 
9; 5=1 Фу 5 4%; &5=1 9; - : $ 


Прннимая во внимание полученные результаты, снетему (9) приводим 
к виду: 


Ч; 9И 
а № 
4: И 
д | бы (1) 


$; (®, у, Ув ----- 9» Ул» Уз ----- у} — 0, 

при чем последние *" уравнений == 0, в енлу равенетв (19), обращаются 
в т конечных соотношений между 2, У 4,-.---- ..У»2 Рь Р-Р» № 
^.,-.-Л„» Из которых, панрммер, ^,, №,...-- ^„ можно выразнть через 
2, у: Уз ---Й» Рь Ро А - - ры и вохавить в правые части первых 9 урав- 
нений сиетемы (14). Полученная сисхема имеет хо преимущество перед 
системой (9), что она разрешена относнтельно производных, нп потому не 
остается никакого сомнения, что чнело постоянных интеграции равно 9. 

Спехема (14) есть так называемая каноничеекая система. 

К такому виду приводятся дифференциальные уравнения динамики. 


Обычвую Форму уравнений дипамикн подучям, вели в уравнениях (7) заменим х 
через время #, под у, будем разуметь координаты“, Уз» ди, 2, У», Яь» ----- точек епстемы 


пн Фупкцию Р положим равной 7-0), ге Т--живая сила, а 0-— сиповая Функция; пра 
этом уравпения $, = 0 преднолагаем пе содержащими производные координат: эти урав- 


нения выражают связн системы. 
Чавим образом оказывается, что к уравнениям динамики приходим, исходя из за- 
дачи 0б ехгетию”е питеграда 


в 
я ТО а 
ь 
В этом заключаетея так называхый «пранции Гамильтопа». 


Основания вариационн. исчисл, & 
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$ 1. Пример. Задача о кратчайшей линии на поверхности. 


1. Между двумя даннымн точками А (2, Уи, 2) и В (в, ув 2) 
па данной поверхности, уравнение которой 


р (=, у =) =0, ) (1) 


провесты кратчайшую линию. 
Задача приводатея к изыеканию шиихтии’а, интефала 


9 
1=/ ИТУ. 4 (2) 
о 
при условии 
$ (1, 9, 2) =0 (1) 


и при предельных условиях просхейшего тина: даны предельг 2, а. и пре- 
дельные значения 9х, 1, 2» 21; Прн этом, по емыслу задачи, нредельные зна- 
чения и пределы должиы удовлетворять соотношенням : 


Ф(в, Ус, в) ==0 , (ал, Ув, м) =0. 


Согласно общей теории, решаем задачу о безусловиом ежгетиии”е 
интеграла: 


= ГТУ ло в | &. 


Приходим к диоференциальным уравнениям: (ем. ур. (7) $ 10-го) 


а{ й] до 
4х | Е 
ИТУ =] у 
а! я ) д з 
& ур ^ = ы 
к которым присоедпняем условие (1). 
Линия, определяемые уравнениями (3) и (1), называюхся геодезическнии 
линиями поверхности (1). 
Называя через 5 длину дуги геодезической линни, нерепишем уравнения. 
{3) в виде: я 


# (1 х 2 

4х а) ду 

4 (#) = 

ат \ 8) 6’ 
48 


или, по деленни обоих равенетв на з„, 


Е 0% 8 (4) 


Хх 42. `Изопериметрииеская задача 5 


ау 


Умножая равенства (4) на 15, ‘аз? СКладывая и замечал, что 
9% де 4) 49 45 @= 
05° °@3 м: ть 45° @$ 0, 
имеем: 
42 ах де ву 02. 4=\ 41. 
4 `% а 95 о. 


С другой стороны, диеференцируя равенство (1), получаем: 


д @2 д ау 90 45 
п. ду" @8 | Е в =0, 


откуда, в связи с нредыдущим: 


2х . 00 4 ть 
о: (5) 


Равенства (2) и (5) дают нам 


4х. 63. @5 9% 90. (6) 
05° 45° 45° 05° ду` 95? 


откуда получается непосредетвенно такое геометрическое свойетво геодезнческих 
линий: главнал нормаль в каждой точке геодезической линин еовпадаег с пор- 
малью к поверхности. 


$ 12. Изопериметрическая задача. 


Под этим названием разумеют следующую общую задачу: 
Найтн ехтетихт ннхеграха 


Я 
=] Е 1, Чь--.-. Ул, Уь Уж... У") т (1) 
5 
при условиях 


За 
рее Г В, (©, Ул У - +. --- АВ, По эеыеое У',) 4 = 4, (2) 


о р 


ще #, — данные числа, 2%, — любое целое число (меньшее, равное илн большее я). 
Условия (2) в изоперимехрнческой задаче заключаются в том, что ряд 
инхегралов /, того же тина, как нитеграл 7, должны сохранять заданные 
численные значения. Предельные условия могут быль различного хипа; мы пред- 
положим, что даны пределы 2%, 2, и предельные значения у: и у - 


Изопериметрическая задача сводится к задаче Лагранжа, если введем 
новые Функции 2, положив 


ея 
Г 70 (=, Ул, У... Ум Уь У» ..... бт )4= — ,› (3) 
о 
4* 
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В самом деле, равенства (3) равносильны дифференциальным уравнениям: 


4. м: . 
В У ВАы ео) ОЕ, В ьньйй)) (@) 


при начальных уеловиях 
0 (&—=1,%,....т) (5). 


Условия (2) дают, кроме того, 


==) 


я (К=1, %....т) (6) 


Ч 


и мы окончательно приходим к задаче об изыскании ехетиит’а, интеграла (1) 
при уеловнях (&) и при данных пределах ях, &: и предельных значениях 
Функций 9» Уд» №,» Ч). Т.- ©. к задаче Лагранжа. 

Уравнения (8) параграха 10-го дают нам, если положим 


р 
= хАиь — №), 


различные типы уравнений для группы «ункций у, и для грунпы Функций %,, 
которые в совокупности играют роль Функций у, $ 10-го. А именно, имеем 
для Функций 9; : 


а тоЕ ОЕЕ ог т. ОЕ = г 
7 А, ==! же 
95 ду, 2» АООТ } д, а бу, › ( ‚2, =) (1) 
и ддя Функций и, : 
9, 
в =0 й (Ре. № -в5508) (8) 


откуда ^,, == сопз. 


Легко заметить, что мы пришлм бы к тому же результату, еелн бы решали 
задачу с безуеловном ехгешинге для ивтеграла 


Я Св р, Е, | а, (9) 
а ВЯ 


где №, №». --^„—` произвольные постоянные Факторы. Полагая еще для 
удобева ^, == р, › окончательно приходим к такому правилу: 

Для решения изопериметрической задачи следует искать безуеловный 
ехгетит интеграла 


= ЕЕ, | 4, (40) 


где р, — произвольные постоянные «акторы. 
При этом приходим к елстеме дпоФеренциальных уравнений 


ит т" я и в, 9 1) 
| ь 


2]. Г а, 
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Постоянные интеграции (чиелом 2) и Факторы в, определяются из предель- 


ных условий и нз изопериметричееких уеловий (2). 
Легко заметить, что выесто питеграла (10) мы могли бы рассматривать 
более симметричный интеграл 


ЗА 
Г ьетыь вы к - -..-.. ВВ, | № (1) 
Фо 
И днфференциальные ‘уравнения осталнеь бы прежние © заменой ый через вв. 
Ро 


Из этого простого замечания неносредственио следует так называемый 
закон взаныностн, в силу которого те же самые дихфхеренциальные уравнения 
определяют рещение задачи 0б ехфетлии”е какого-либо па интегралов 


ее 
ды 
Е 
при уеловиях 
Я ы 9 Эл 
1— Г ме, = Баеыь, ЛЬ [Кв ь +... 
о Я Фо 


Я 
Е, Е И 4—1, Е а. Г, Че =1 
Ее Фо 


Я 
т =. Е, 97= 1; - 


ий 
4% 

Рассмотрим тенерь одну частную задачу, которая собственно и поелужиза 
цоводом к обозначению общей задачи терынном «‹изонериметрическая 
задача». 

Через две данные точки А Г 
и В провестн линию данной дли- у 
пы Ь которая вместе с хордой 
АВ ограничивала бы наибольшую 
площадь (черт. 15). 

Для упрощения вычиелений пру- 
мем прямую АВ за ось 2; коорди- 
наты точек Ли В пуеть будут (2%, 0) 

и (21, 0). Задача приводится к изыска- 


нию шахииит’а пнтеграла. В = 
Я 
1— [зе и) 9 
Чо 
нри условии Черт. 15. 
За Е. 
т (14) 


4% 


54 7 12. Изопериметрическая задача 


Предельные условия задачи: даны пределы 2, а, и предельные значения 
Уо==4: =0. 

Согласно общей теории, задача приводнтея к изыскапию безуеловного 
ехи’епиит”а интеграла 


\ , 
У-Еьк == 9 + ВИТУ) 4, (18) 
и 95 
где В, — ПОСТОЯННЫЙ Фактор. Дифференциальное уравнение задачи имеет вид: 
6 } и. ‚= 1 
а | ИТ ГЫ 
ИЛИ 
а } у 1 
аа | ИТУ Г ь?’ 
откуда 
дж Е, 
И1-у? & 
^ Для дальнейшей интеграции нолагаен: 
У =, 
что, в связи © предыдущим, дает 
ты ли &— в = 3шо. (16) 


Далее имеем 
4) =у4= 8. 608 @ф== озшоф а, 
откуда 
у—6— — в 003$. (17) 
Из равенств (16) и (17) имеем: 


@— аа, < 
следовательно. искомая линия — дуга окружности радиуса 1. 
Постоянные интеграции а, 6 н постоянный Фактор № определяются из 
предельных условий и из уеловня (14). 
Дело приводится к проведению через две данных точки А и В дуги 
окружности данной длины 1. 
Задача эта вполле разрешится, еелн будем знать центральный угол $, 


— 4 
соответствующий дуге АВ. Замечая, что длнна дуги АВ-=Ь, а длина хорды 
АВ = — ®%, получаем два равенства: 


РЁ 
к 
Эр зш == 4: — Я, 


из которых можно определить угол Ф и радиуе р. '). 


1) Исключая р, получаем для определения { транецендентное уравнение 


Е мае 
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В рассмотренной нами задаче известен периметр площади, ехгепиии 
которой определяется, а именно: этот периметр равен длине хорды АВ =, —я%, 
—М— 
еложенной с данной длиной { дуги АР. 


Я 


Черт. 16. 


Можно задачу поставить в более общем виде, заменив хорду АФ какой- 
либо данпой линией, проведенной через точки Ли В (черт. 16). Если уравнение 
зтой линии есть у—/(2) и коорлннаты точек А п В сузь (2, Ус) и (2,91), 
то задача приводится к изысканию тахипии’а, ннтеграха: 


при уеловии 


Нетрудно усмотреть, что диеференциальное уравнение задачи остастен 
без изменения, и, следовательно, решение по-прежнему дается дугой окружностя- 

Допустимые линии задачи ограничены, как всегда, требованием, чтобы 
дуга АВ каждой допустимой линин нересекала каждую ординату лишь в одной 
точке. Веледствие этого мы не можем поставить задачн в такой Форме: найти 
замкнутую линию данной дливы 1, ограничивающую нанбольшую площадь. 

Но, если нерейтн к параметрической Форме 

#=59(1), 9=И 

уравнений линии, то можно ретить и эту последнюю. задачу, при чем окажется, 
что искомая линин есть окружность. 

Применяя закон взаимности, приходим Е заключению, что окружность 
получается и при решении такой задачи: найти линию паименышей длины, 
ограничивающую площадь данной величины. 
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$ 13. Семейство энстремалей в простейшей задаче вариационного 
исчисления; условие Лежандра; проведение экстремали через две 
данные точки. 


Возвращаясь х простейшей задаче варнационного исчнеления (81, 9, $4), 
обратнмел к более подробному неследованию семейства экстремалей, т.-е. инте- 
гральшых ливий дивференциального уравнепия Лагранжа ($ 4): 

т а (Ё,) т, о А (1) 


Из общих теорем теории днееренциальных уравнений следует существо- 
вание интеграла уравиения (1), зависящего от двух произвольных постоянных 


9==/ (<, ©, В) (2) 


в предноложении разрешимости уравнения (1} относительно у”, 1.-е. в пред- 
положении 


Рио (3) 


длин расематриваемых значений аргументов. 

Мы будем предполагать это уеловие выполненным во весх точках той 
дуги зкстремали, которая дает решение задачи; точнее говоря, для всех зна- 
чений 2 от 4% 40 2; на дуге АВ экстремали будем предполагать 

Е (в,9 (0), /@))>0 шо 56. () 
Это условие называется условием Лежандра. 

Уравнение (9) определяет семейство экстремалей, зависящее от двух 

произвольных параметров а, В. Для решения задачи из этого семейства пало 


выделить экстремать, проходящую через две данные точки А (2%, 9) п 
В (2, у), т.-е. определить значения а и В из двух условий: 


Фо (а, а, 8) й == (аа, а, В). (5) 


Уравнения (5) для определения а н В, вообще говоря, оказываются транецен- 
дентными и представляют значительные трудности для исследования. 

В разобранных вами в $ Б задачах можно притти к целн помощью гра- 
Фического приема. Пример 1-й параграфа 5 не требует, конечно, дальпейших 
пояснений. 

В примере 3-м имеем в конце концов семейство циклоид, проходящих 
через одну из данных точек А и зависящих только от одного параметра С. 
Все эти циклоиды, уравнепия которых в параметрической Форме суть 


в—$4—5 ^,  У-бИ ом) 


(85, Форм. (6)), имеют в точке А точку заострения и все подобны и подобно 
расположевы относительно точки 4. Поэтому достаточно постронть одну какую- 
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У 


Черт. 17. 


либо яз этнх циклон Аба’ (черт. 17), соединить точку А е данпой точкой В 
и, определив точку пересечения $ прямой АВ с этой циклондой, изменить ее 


АВ р 
подобно в отношения 25 Из центра подобия А; позучениая циклонда АВА 
есть искомая. 

Наконец, в примере (9) семейство экстремалей есть семейство ценвых линий 


У==а е0з Бур Е» (6) 

У Б, Форм. (2)). Легко видеть, что изменение В соответствует ишь пере- 
движению но направлению оси 2, а изменение о — подобному изменению при 
центре подобия в начале координат. 

Итак, все линни сомейства нодобиы между собою. 

Отсюда такое построение: 
строны какую-нибудь ценную линию семейства (черт. 18). На ней долины 
найтиеь точки @, 6, соответствующие точкам Л, В иекомой ценной линни. 


и 
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Вследствие подобия прямал ав должна быть параллельна АВ и при пересечении 
в точке с с осыю 2 должна делиться в том же отношении, как н АВ при пере- 
сечении в С с той же осью. Поэтому проводим всевозмолгные хорды аб ценной 
динин, параллельные АВ, п определяем на них точки с, внешне делящие эти 


хорды в отношения — 20; геометрическое место точек с есть некоторая линня, 
отмеченнал на чертеже пунктиром. Очевидно, она обращена выпуклостьо вниз, 
как и рассматриваемая ценная линия; точкя нересечення ее с осыю 5 дают 
некомые точки с, через которые остается провести прямую сба параллельно АВ. 
ие Искомая ценная линия получится нодобныймх изменением данной в отношении 


па и параллельным передвижением до точек Ан 8. 


Из предыдущего лено, что в завиепмостн от положения точек Ан В 
могут существовать две цепные лании, проходящие через эти точкн (соответ- 
ственпо двум точкам пересечения с веномогательной линни с осью 2) или же 
ни одпой; переходный случай нмест место тогда, когда вспомогательная линия 
касаетел оси 2: тогда две цениые линин сливаются в одну. 


$ 14. Поле энстремалей; условие принадлежности дуги экстремали 
в полю. Пучок энстремалей; несобственное поле. Условие Якоби. 


Выделим из всего семейства зкотремалсй, завнсящего от двух параметров 
а, В ($ 13), семейство, зависящее от одного нараметра, полагая, например, 
а и В Функциями одного параметра %, и пусть уравнение семейетва есть 


У=$ (2, *), (0 
при чем Функцию‘ф будем предполагать непрерывной Функцией 2 и ^, допу- 
секающей таковые же производные по 2 и но ^. 

Будем изменять ^ в каких-либо пределах, например, от № — до РЁ, 
и на каждой экстремали, соответствующей одному нз значений », будем брать 
определениую дугу, полагая, например, абециееы копдов 2 и 2, данными 
ФУпЕЦИЯМИ ^: „Ай Е. 

2 ==(%), 94 = 84 (\). (2) 

При изменении ^Х в указанных выше пределах, дугн экстремалей заполняют 
некоторую область плоскости (черт. 19). Если эта облаеть занолняегся дугами 
однозначно, так что через каждую точку области проходит только одна дуга 
экстремали сомейства, то ее называют полем экстремалей. 

Уравнение (1) в области поля должно, очевндно, допускать однозначное 
решение относительно ^: 

т А=(в, 9), (3) 
так как по данным координатам 2, у точки поля должно внолне определяться 
значение ^. Функция $(2, у) внутри поля должна быть непрерывной одно- 
значной функцией 2 и 9. В силу одной из основных теорем тсорни Функций, 
это требование приводится к требованию, чтобы частная пронзводная 


бер (6) 
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0 


Черт. 19. 


была отлизна от нуля для всех значений 2 и », определяемых условиями: 


==, 20) че-=е. (5) 


Веледетвие непрерывности $’, отеюда заключаем, что для значений хи ^ 
удовлетворяющих неравенствам (5), $’, все время > 0 ни © 0. 


Легко подтвердить, помощью элементарных соображений, что при вынол- 
ненни условия $, >60 или < 0 дуги экстремалей заполняют область одно- 


значно. В самом деле, если например ©’ >> 6, то (т, №) для каждого данного 


есть возрастающая Функция ^ и, следовательно, при изменении лот № — Е 
до РЁ ордината у==$(2, Х) экстремали все время возрастает для каждого 
значения © в пределах от 2%, до 2, а значит, дуга экстремази при этом изие- 
пенин ^ перемсщаетея все время в одном направлении, не возвращаяеь назад, 
и заполняет при движении область однозначно. р 
Рассмотрим теперь равенство $’ =0; оно получаетсл дихферепцированием 


равенетва (1) по Х п, следовательно, вместе с этим носледним, определяет точки 
огибающей семейства (1). Для данного значения » равенство $) =0 опреде- 
ляет абециссу точки прикосновения соответствующей экетремали к огибающей. 
Таклм образом въышше упомянутое уеловие о 0) имеет тот смыел, что внутри 
ноля не должны находятьея точки огибающей семейства экстремалей. 

Для дальнейтего заметим еще, что тангене угла наклонения к оби 2 


касательной экстремази ноля в каждой точке поля есть тоже, очевидно, одно- 
значная Функция 2, у- Называл этот тангене через р, имеем: 


ру ММФ, (в, Че, 9) ЕР 5); (6) 


| 


(=, 9) веть непрерывная однозначная Функция =, 9 внутры моля, мы будем 
предполагать, что она допускает таковые же производные по и но 9. 
Функцию р (2, 9) будем называть наклоном поля. 
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Дуга экстремали АВ называется «принадлежащей к полю», если, 
во-первых, она входиг в соегав семейства (1), образующего поле, и если, 
во-вторых, можно построить около АВ полосу (см. $1) ширипою 2е (сколь бы 
малым ни оказазось чиело г), которая целиком лежала бы внутри ноля (чер. 90). 


и 


0 


Черт. 90. 


Рассмотрим в частности семейство экстремалей, проходящих через одпу 
данную точку, пли иначе пучок экстремалей. Еели уравнение всего семейства 
экстремалей есть 


` У=Г(», а, В) (7) 
в еелн координаты данной точки Л суть 2, Уз, то а н В связаны соотиотением 
У ==/ (а, 6 В, (8) 


которое определяет хотя бы В в Функции а; этот последний параметр для пучка 
экстремалей играет, очевидио, роль Х в уравненин семейства (1). 

Легко видеть, что пучок экстремалей никоим образом не может дать ноля, 
в состав которого входила бы точка А, так как для нее нарушаетея основное 
требование: через нее проходит бесчисленное множество экстремалей семейства. 
„Ло евли выделить точку А, проведя, например, ординату правее ее и рассматривая 
дуги экстреманей, начинал от этой ординаты, то нучок образует поле, если 
каждую дугу ограничим справа так, чтобы для всех точек дуги первая произ- 
водная у={ (2, а, В) по а, т.-е. 


ЭЛ, в | О.в. 48 
о В (9) 


была отлична от нуля. 


Для определения — дифференцируем равенство (8), откула: 


—_ джо а, В); Ода, а В) — а 
у а я 98 ^ ба? 
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н, вставляя выражение С в (9), имеем для нронзводной у по © выраженне: 
д/(х, о, В) _ Ото а, В) ОД, в, В), Оо в В) 
да 53 | 83 м (10) 
Оо, а, В) 

08 

чиелитель этого выражейня обозначаем: 
_ А (2, 2, а, В} пли сокращение ^ (2, 5%). (11) 

Равепство 

А (<, ®) =0 (12) 


удовлетворяется, конечно, для х==2. Пусть следующий по величине корень 
его #=4,; так как равенство (19) есть частный случай равенства $’ =0 
для семейства (1), то лено, что я. есть абециеса точки прикоеновения А” 
рассматриваемой экстремали к огибающей всего пучка (черт. 91). Точка 4" 
называется точкой, сопряженной точке А. 


97 


Е А с ь зщ [ЕН 
[2 


Черт. 21. 


Таким образом на каждой экстремали пучка точка, сопряженнал точке А, 
должна лежать вне дуги, образующей поле. 

Пусть пмеем данную дугу экстремали АВ (черт. 22). Потребусм, чтобы 
точка А", сонряжениая точке А, лежала вне дуги АВ, за точкой В; это условие 
пазывается условием Якобн. 

Легко вндеть, что, воли для дуги ДВ удовлетворяется условне Лежандра 
(ем. $ 13) и условие Якоби, то дугу АВ можно окружить полем экстремалей, 
к которому опа будет принадлежать. 

В самом деле, возьмом на экстремалы АВ точку А левее А, достаточно 
близко от А. Вемлу ненрерывности всех ункций, входятцих в наши рассуждения, 
условие Лежандра будет выполняться и в точке А; будег оно выполняться в А 
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Черт. 29. 


также и для значений у’, близких к значению у’ для данной экстремали. 
Отсюда следует, что через точку А можно провести пучок экстремалей, ввлю- 
чающих данную экстремаль. 

В сшлу тех же соображений непрерывности, точка А”, сопряженная точке Я 
па данной эксгремали, лежит за точкой В, если точка А взята достаточно 
бтизко к А; следовательно, огибающая нучка проходит правее точки В, а отсюда, 
в связи с предыдущим, лено, что дуга АВ принадлежит к полю, образуемону 
этим пучком. 


у 


Черт. 28. 


Очевидно, что в частности вместо точки А можно взять точку А; но тогда 
можно говорить лишь о «несобственном поле» зкстремалей, к которому принад- 
лежит АВ. В самом деле, во-первых, в точке А условие существования поля 
нарушается; во-вторых, сколь угодно узкая полоса около дуги АВ в точке А 
всегда будет выступать из области поля (черт. 93). 

Занетим, что для песобетвенного ноля н точке А Функции 


== (а, 9) и р==р(а, 9) 


7 45. Разность иптералов по дузе экстр. и по кривой сравнения 63 


становятся неопределенными; ко, при приближении к 10чке А по определенному 
нанравяенню, и Л и р стремлтея в определенным пределам: к значению нара- 
метра Х и к тапгепсу угла наклонения касательной экетремали пучка, выходящей 
из А по данному направлению. 

, 


$15. Разность интегралов по дуге экстремали и по кривой сравнения; 
функция 2 Вейерштрасса; достаточные условия ехетит”а; 
правильные задачи. 


В параграхах 9 и & было доказало, что ехгетиг онтеграла может давать 
только дуга экстремали (сели оставаться внутрн области допустиных линий). 
Таким образом, дуга эвстремали, проведенная через две данных точкн Ан В, 
может служить решепиен задачи. Но нз предыдущего не видно, будет ли эта 
дута действительно давать ехгепииа и притом тахирти или пниоит. 

Для реения этих вопровов раесмотрим разность интегралов, взятых для 
дуги С экстремали п для дуги С какой-либо лннни, класса допустииых ливий 


задачи, достаточно близкой в экстремали С, т.-е. разноеть ы 
Я М Я 
АЛ, — Л = ГЕ, 9, 9)4= — | Кв, у, У) (1) 
55 55 


при сохранении всех прежних обозначений. Еелн для весх достаточно близких 
в С линий С, которые мы будем называть «кривыми сравненил», 


^7>6 (8) 


то линия С’ дает шийииии интеграза; если неравенство (2) замопяетел обратным, 
то линия С дает шахшиия. 
Выражение (1) разноети АУ, преобразуем, заменив интеграл Л, взятый 


для дуги экстремали, другны интегралом, взлтышг для дуги С кривой еравнепия. 


у 
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Длл этого составим иптеграл 7”, в котором подъилтегральнал Функция 
была бы полной пронзводпой Функции перенеплых 2 и у и обращалаеь бы 
в нолъинтегральтую хункцию данного интеграла в предиоложения, что интеграл 7” 
беретея для экстренали С. Так как иптеграл полной производной не завиеит 
от линни, для которой берется, то можно будет затем взить нитограл /” дал 
Зинин [С имеющей общие копцы 6 С, и цель наша будет достигнута. 

Предположим, что дуга АВ экетремали принадлежит к полю, для которого 
наклои выражается Функцлей р(2, 4). “Тогда нетрудно усмотреть, что можно 
ПОЛОЖНТЬ 


{ее в рбь у) + з) - ьу © 


тде через т обозначела частпая производная Фупкцни Ё, у, у’) по третьему 


аргументу с заменой его через р(х, 9). 
В самом деле, прежде веего подъинтегральная Функцил интеграла 7“ для 
мобой зкетремалл поли обращается в Ех, 9, У’), ибо для этнх экстремалей 


у =р(а, 9); таким образом 
Пе) (1) 
с с 


С другой стороньь представив подъинтегральную Функцию ннтеграла У” в виде 


(т, у) -- Ве, 9)-у, 


ниеем: ` 
А=Р (а, 95 Р(е, 3)) — 22, ЗЕ (>, 9, 2 (о, 3)) ; В= В, 4, Ро, 3)) , 
И условие 
04. 0В 50 
= - (5) 


как легко убедиться, тождественно удовлетворлегся в еилу дихференциального 
уравнення Лагранжа. В самом деле, э10 дифференциальное уравнение 


в — «5 О 


должно иметь несго для эксгреналей поля, дли которых 9’ == р(х, 9). Замепая у 
через р(2, у), переписываем это уравненне в следующем виде 


2. (@, 9, во 9) — [Ее + 6,9} = Ве + ие у)) — 


22 {6 + 26.3) } — {Е + 26,3). 6, д) =0. (6) 
С другой етороны, вставлял в равенетво (5) значения А и В, имеем: 

= 9. 

Ре, у, р, у)) Не 2 ; 9, 2%, 9). ржа (©, 1, ра, 9)) в 


— ке, 3-37 { в ве, ч) } — 5 {Е ьеу) = 6 
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что, веледствие пзаимного уничтожения 8-го и 3-го членов, совпадает 
с равенством (6). Это поеледнее удовлетворяется тождественно, так как оно 
должио удовлетворяться дли веех экстремалой полл, а между тем не содержит 
параметра. ‘аким образом условие (5) удовлетворлетея тождественно; еледо- 
вательно , ‚ 5 
ат, 9 5, 
4= 2%), ИА 
и иитеграл 


Я 
“= т (" г ь уе = ще, и (2, 9) 
5 

не зависит от того, для какой линии мы его берем, а зависит только от конечных 
точек (2, у) н (2, 91). При этом порйейе предполагаетея, что А(м, 9) 
и В, у) — непрерывные однозначные Фупкции 2, у, что оправдывается, вели 
линия, для которой берется интеграл, лежит внутри поля, так как для точек поля 
Р(г, у) — одновначная непрерывная Функция 2,9, а 2. 9,у) н Е (а, у,9)— 
непрерывные однозначные хункцин веех трех аргументов. 

Итак, предполагая, что кривая сравненил С лежит внутри поля, имеен 


А = у. (1) 
и, сопоставляя с равенством (4), получаем: 
— 9 -% 
а, следовательно, 
А=Л, Л =Л ФФ. (8) 


Соединяя два интеграла в один и вводя так называемую хункцию Вейерштрасса, 
а именно хункцию четырех аргументов 2, у, р, й 

Е, у, р, 2) = Их, у, В) — Е), уч, р) —@— Е, УР), (9) 
придадим окончательно равенству (8) нид: 


Я 
ВЛ = 1, — 1 = [Ее у, Ве, 3), У), (10) 
9% 
ме уи У — орднната м производная ее по 2, взлтые из уравненил линии С, 
так что а’ 
=), У = (2). (11) 
Функция Ех, у, р, Р), как Функция четырех аргументов, вполне определяется 
по далпой иодълнтегральной Функции (2, у, 9’) равенством (9); Формула (10) 
требует кроне того знания Функции 2(2, у) — наклопа некоторого определенного 
поля, к которому принадлежит дуга эксхреналн С. 
Из Формулы (10) п из замечаний, в начале параграа явствует, что дуга С 
экетремали заведомо дает шит, еели 
1. дуга эта может быть окружена полем зкстремалей, 
Й. оункцил Вейерштрасса ЕЁ, у, р(е, 3), 2), в которой 
3-Й аргумент заменен хункцией р(2, у) — наклопон поля, положытельна 
дли всех точек (2, у) сколь угодно узкой полосы, заключающей 
дугу С, п для веевозможных значений 4-го аргуиента 8. 


ел 


Основания вариациони. исчисл. 
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В самом деле, в этих предположениях применима Формула (10) для векой 
кривой сравнения С’ внутри выптеупомлнутой полосы; подънитегральная Функция 
правой чаезн Формулы в енлу условия П веегда положительна: следовательно, 

, 


Ал>6 

п ливня С даег шили. 

Условия тахниии’а получим, заменив в И гребование #”>0 обратных: < 0- 

Длл елабого тахитиит’а пли шюйиии’а достаточно потребовать, чтобы 
условне Е`>0 или < 0 удовяетворялось дня значений четвертого аргумента й, 
близких к соответствующим значениям р(х, у), так как в случае елабого 
ехтетии?а лизия С должна быть близка к С по направлению касательных, 

Условие 1, в сялу $ 14, можно заменить двуми требованиями: 

Та. На дуге С вышолняетел условие Лежандра 


Е (с, 9, У) > 0 или < 0; 


№. Для этой же дуги выполняется условие Якоби, т.-е. точка А”, еопря- 
женная А, лежит за точкой В. Е 

Условие Н можно заменить другим, разлагая А, у, 2) в ряд Тейлора, 
до члена 9-го порядка, по степенями р — р н внося в Формулу (9). Чакии 
образом имеем: 


| (о, р, ЕТ Ре, ур-- р) (1) 
же ох 8<ь 


и условие П заменлется требоваппем, чтобы вторая производная Функции 
Из, 4, у) по третьему аргументу была положительна (пли отрнцательна дуя 
тахипии’а) для точек скояь угодно узкой полосы, заключающей дугу С, 
и для всевозможных значений третьего аргумента. 

Дли слабого ехиепиыт’а достаточно, чтобы это имело место для значений 
3-го аргумента, близких к зпачениям 9’(2) па дуге С, а в такой Форме это 
условие есть следствие условия Лежаняра. Итак, для дуги эксгремали обес- 
печен слабый ехтеший, гесли длл нее выполняютея условия 
Лежаихра и Якоби. 

Если 2-я производная „(2 9, 1") положительна или отрипательна лая 
всех значений у’ п во весй облаети изменения х, у, то задача павывастся 
правильпой- 

В нравцаьной задаче, очевидно, выполплется условие Лежапяра п уеловие П, 
еледовательно, в правильной задаче дуга экстремали даег спльный 
охгешим (тахпиит или танигаию!, емогря по тому, положительно илн отри- 


цательно Ё,„), рзз дал нес выполняется условие Якобн. 


Сопоставляя результаты настоящего параграха © З2и$ 4, видны, что 
достаточпыми условиями ехтгетии’а являются: 

1) выполнепие днооеренциального уравнения Лагранжа, 

2) условия Ги П пастоящего параграа, ири чем условие { может быть 
заменено условиями Та и 10. 1 

Для слабого ехшепиии’а достаточно: 

1) вызюлнешие диеференциального уравнения Лагранжа, 
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2) условия Та и 1, т.-е. условия Лежандра и Якоби. 
Если задача правильная, то для схшотиии”а достаточно: 
1) выполнение дихеерепциального уравнения Лагранжа, 
2) условие Якоби. 


Примечание 1- Фупкилл (=, у, р, 2), как видоо мз формулы (9), псчезает 
при р==р: такое иечезание иззываетел ‹атфавильным», в отличие от ненра- 
вильного, которое имеег ‘место при #5 р. 

Иегго убедиться, что в =ормуле (10) хупкция Е может нечезать правилью 
внутри поля во всех точках иекоторой линон только тогда, когда эта линия 
еель экстремаль поля. В самом деле, для такой лниии доляио иметь место 
равенетво у’=7(2, у), которое сеть лиюфоренциазьное уравнение 1-го порядка; 
но 970 диФееренциальное уравнение удовлехворяетел дли экетремалей полл 
и может удовлетворятьея еще для огибающей, но эта последняя лежит вие поля. 
Вследствие этого в условии Ш пе исключается возножность правильзого нече- 
занпя Функции Ё, так как соглаено предыдущему оно может иметь место олько 
в отдельных точках кривой сравнения и потому все же ниевмы Л >>0 


ши А У, < 0. Таким образом условие И точнее хормулировать так: «Функция Ё' 


положительна (для тахипию’а отрицательна) нлю печезает правнльно для точек 
полосы, заключающей дугу С экстремажю. 


Примечание 2. Возникает естественно воирое, в какой мере необходимы 
условил 1а, №, П. Формула (10) позволяет докавать, что условие Якоби необхо- 
димо, а что касабгея ло условия П, то оно пеобходиыо в еледующей оела- 
бленной форме: 

«На чуге С окстремали. должно быть Ат, 9(<), У(2), р)=0 (ая 
шахлипа’а == 0) для всех значений й». 


8 16. Примеры:“ приложение к задачам о кратчайшей линии, 
о наименьшей поверхности вращения, о брахистохроне. 
> 


Для веех перечнеленных задач 


Из, 4, у) =, 9). у! 9, 


при чем для первой ^ ==1, для второй ^ =, для третьей Е (см. $5). 


уу 
и АЯ 
Е 


о так как дли 9-ой и 3-ей задачи область допустимых липий ограничена 
уеловием Я>0, то вее 3 задачи правильные, и Ё„„, > 0. 


Остаегел, следовательно, применить условие Якоби. 

В 1-Й задаче пучок экетремалей есть пучок прямых, который ие пиеег 
огибающей; сопряженной точки пет, и прямая лиция веегда есть кратчайшее 
расетолние между двумя точками. 


ел 


68 7 46. Примеры 


В 3-П залаче, еели огратичиться одной ветвью циклонды, пучок цнелонл, 
проходлщих через точку А и имеющих там точку заострення (е касательной — 
осыю 9), тоже, очевидно (черт. 95), ие даех сопряженных точек на эгих ветвях, 


= 
х 


я 


Черт. 95. 


и, следовательно, дуга циклоиды, в пределах одной ветви, дает действительно 
рептение задачи о брахистохроне. 

Обращаемся ко второй задаче, т.-е, задаче о наименьшей поверхности 
вращения. Имеем: 


[е, в, В) = соз ур = 
Полагал я 
Сы, а, 
ымесм (см. $ 14): 
А (©, 2) И в В. 0/ м 92 Пе Я. 2/ о 8 


— (03 Луру—.зйи Вур+) (—51 Вур о) (05 Вури— 00-31 Бур о) Вуре)= 
—603 Пур. 9 Вур о — 08 Вуро . зв Вур в -|- 9 Буре. эт Вур% . (@— в). 
Сопряженнал точка для точки (2, ув) определяется из равенства А 2-0, 
которое дает, по делении на эт Вур ©. эт Вур т: 


615 уро — © = ©15 Вур % — 9%. (1) 


Равенство (1) имеет простой геомегрический смысл: уравиение касательной 
к экстремали имеет вид: 


- ы 
У— ут Ву" (Х— 4), 
и абецисса точки пересечения ее с осью 2, получаемая при У=0, есть: 
Х=#—- 9 о-в авар 8 — 00 — ас Пур 9. 
эт Вур КВ ВР В. РВ 
& 


Ра 


7 47. Замечания по поводу задачи 69 


Умножая равенство (1) на—« п прибавляя к двум частям по В, видим, что. 
оно выражает следующее: касательные в точке А н в сопрлженной точке 
А’ пересекаются на оеп 2 (черт. 96). 


у , 


Черт. 26. 


Отеюда такое проетое разрешение вопроса о том, дает ли дуга ДВ ценной 
линии решение задачи о напменьшей поверхности вращения: проводим каса- 
тельные в точках Ан В; ебли они переескаются выше ося 2 (ем. черт.), 
то дуга АВ дает решение задачи. 

В $ 13 было указано, что через две данные точки А и В можно про- 
вести вообще пли две ценных линии или ни одной; в том случае, когда най- 
дутея две ценных линии, надо выбрать ту, для которой касательные в точках 
Ан В пересскаются выше оси 5; оказывастел из более подробного нееледо- 
вания, ч10 это имсет место только для одной из двух цепных линий. 


$ 17. Замечания по поводу задачи с подвижными концами и задачи 
Лагранжа. 


Соображелия последних параграхов © соответствующими изменениям и 
могут быть распространены и на более общие залачи варнационного исчнеления. 
Покажем, для примера, как можно получить суеловие трансверсальности» 
(см. $7) пз соображений, которые послужили осповой для вывода еормулы 
Вейерштраеса ($ 18). 


5: 


х 
10 47 47. Замечания 20 поводу задачи 


Пусть требуется найти сх‘еит интеграла р 


> з 


Е 
1.— ГР, 3,9) 4 (1) 
ЗФ ых 
в предположении, что точка А(а, у.) дана, а точка В(т, 9!) может пере- 
мещаться по даноой линци (, откуда имеем уеловие: 
ие) ве, (8) 
Ехнепдий интеграла 7. может давать лишь дуга экстремали, проходящая через 
точку А и нмеющая другой конец на линии (. 
- 


Черг. 97. 


Рассмотрим пучок экстремалей, проходящих через точку А; остаехел вы- 
брать из них ту экстремаль С, для которой Л, имеет наныеньшее нли напболь- 
шее значенне.—Обратоо, сели С есть дуга экстремали, принадлежащая к не- 
собственному пожю, образованному пучком экстремалей через точку А, ин еели 
для нее удовлетворяются достаточные условил ех@'етойта простейшей задачи, 
данные в $ М, то, как легко вндеть, обоепечен охгетит п в данной задаче, 
вели только дяя эксгремали С интеграл /, меныше плн больше (соответственно 
для тиминии’а и для шахйппи’а), чем для лругих зкстремалей нучка, доега- 
точно. близких к С. В самом деле, пусть С—допустимая линия данной задачи, 
достаточно близкан к С. Проведем через точку А и конец В линии С зкетре- 
маль С, пучка. ел С, достаточно близка к С, то, как легко видеть, в силу 
непрерывности всех входящих в задачу Функций, для С; удовлетворяются те 
же достаточные условия ехгетииа”а проетейшей задачи (© неподвижными кон- 
цами), что и для С, следовательно, напр., для случая шйзилит’а 


УЗ: 
С другой сторопы, по предположению У, < 1, и, елодовательно, $. 
% Ч = у 2 
Итав, остается показать, как из пучка экстремалей С, выбрать ту, для которой 


интеграл имест иаииенышее или паибольшее зпачение.— В $15 быю доказано, 
что для любой экстремали поля имеем (при сохранении обозначений $ 15): 


Ув =. . (3) 


` 


И 


5 47. Замечания по поводу задачи и 


Применяя эт0 к полю, образованиому пучком, заметим еще, что пите- 
трал 7, = есть Функция абециевы точен В, ибо 
1 в 


Ч, = 1, =и(вн, 91) — и (в, о), 


если м та Функция 2, у, полной производной которой равна подъинтегральнал 
Функция интеграла Л, а с другой стороны, в силу предельпых условий 


задачи: :.. ь 
и — И@). 
Необходимое условие иишипит”а, которого по условию УЗ достигяет при ==, 
дает: 
а сз ди (ть!) ‚ди (2,3) 2 
Е (8) 
= 


или, принимая во вниманне результаты $ 16: 


Речь (в, 1) НТ (©) — р (в, 91) ] Вр [въ 9 р (вы у)] 0. 
Наконец, замечая, что 
Р (2, у) = 
п обозначая Й (21) через 9 (2,), ныеем знакомое нам условие траяевер- 
вальности: 
Ре уу): — У) Ви @, у) =0. (5) 
Остаетея воспользоваться остальпыхи уеловилми, которые вмеете с уело- 


вием () обесисчиваюг ехнешит Ф7,, и, вледовательно, иселедовать вторую 
пронзводную: 


Отеюда получаютел интересиые результаты, которых мы, однако, приводить 
не будем. 

Совершенно так же можпо трактовать задачу © двумя подвижными 
вонцамя. 

Переходя к общей задаче вариационного исчвеления с одной независимой 
переменной, заметим, что опа ириводитея к задаче Лагранжа, а для этой по- 
следней можно провести раесужления $131 получить для приращения ннте- 
грала АЛ, ту же Формуху у 

> 


Я 
ал = [Ее (6) 


о 


тде Ё — хупкция Вейерширасса, являющаяся непосредственным обобщеннех 
Фуюкции А’ параграва 15-го. 

Улобнее веего призти к эзой Фуокцон и к Формуле (6), пеходя из кано- 
‘нической системы (14) параграфа 10-го н из уравнения с чаетными пронзвол- 
нымн, связанного е этой системой. 


72 7 48. Пеобтодимые условия езтетитга двойпою интерала 


$ 18. Необходимые условия ехетип’а двойного интеграла в про- 
стейшем случае, 


Пусть дана Функция / (2, у, 2, р, 4) аргументов 5, 9, х, р, 4 — однозначная, 
непрерывная, с таковыми же частными производными по всем аргументам, 
и замкнутый контур в просгранство {, проекция которого на плоскость у 
есть кривая К; и Ё ин К— пепрерывные линин © нонрерывно вращающейся 
касательной. Расемотрим всевозможные поверхности, онределяемые уравне- 
нием вида ‘ 

== (2,19) (1) 


в прямоугольных координатах 2, у, », которые проходят через контур Г. Для 
каждой такой поверхности двойной интеграл 


= ДГ, 3,5, р,9) @® ау, (8) 
в когором 
__ 8 __д5 
Въ, 1 — 99 


и интеграция распространяется на площадь, ограниченную контуром А, получает 
определенное чиеленное значение. & 

Задача вариационного исчнеления заключаетея в определении поверхности, 
для которой нитеграл (8) получает наименьшее или наибольшее значение. При этом 
класс «допустимых» поверхностей ограничен требованиями, чтобы 2 (5, 7} была 
однозначной непрерывной хункцией е таковыми же частными производными 1-го 
порядка и затем вышеуказанным условием, чтобы поверхность класса проходила 
через контур ,—другими словами, чтобы Функция х (2, у) на кривой К прини- 
мала заданные значения. 

Относительно линии А будем предполагать, что она так называемая «обыкно- 
веннан» линин, без кратных точек, ограничивающая определенную нлощадь. 

Пусть поверхность 


== (2, У 
дает ехбетиши интеграла (2). Раесмотрим семейство поверхностей 
5==2 (2,9) --@5(1, 9), (8) 


хде 6 (2,9) однозначная, непрерывная Функция с таковыми же производными 
1-го порядка, исчезающая на кривой К. Фее поверхноети семейства (3) при- 
надлежат к классу допустимых. Для них иптеграл (8) обращается в функцию 


Л = [Гель ва 5. Раб, . 2, На, Чу 


параметра а, которал имеет ехШепиии при «==0. Поэтому варнация инте- 
трала У 


= (0) = ГЛ СЕ -ЕЁ- 6) ве у 


дожна печезать. 


$ 18. Необходимые условил езтетит?а: двойною интеграла 73 


Замечая, что 
Е 9 (г. 9 : 9 (+. 
В 59-х > = 9—6 


и что по теореме Грина (преобразующей двойной интеграл в интеграл по 
контуру): 


8, =) а <) ; 
И ое 4244 — ||, 6 4, ГГ а Че ау = — [| Саа, 
К К 
хде интегралы во вторых частих берутся по контуру К, получаем 
ы Эр, ру 
87= [| Г5 С, 3 Иа ву | Г. — 4; (#) 
К 


так как С==0 на контуре К, то второй интеграл в Формуле (4) нечезает, и мы 
получаем условие 


ГГе.& о ое ау 0 (8) 


для всех Функций С, удовлетворяющих вышеупомянутым ограниченили. 
Аналогично основной лемме $ 3 можно доказать лемну: 
Если Функция 1/ (7, у) непрерывна в облаети, ограниченной кривой К, 


и если 
И Г Мага = (6) 


для всех Фуикций С однозначных, непрерывных в области, с таковыми же 
частиымн производными 1-го порядка, и исчезающих ва контуре К, то 
М (2, у) = 0 во всех точках области. 

Доказательство совершевно авалогично доказательству леммы 8 3, 

Пусть в какой-нибудь точке (2, 9) облаетн М (ау, уз) Е 0, например, 
М (о, у) > 0. Тогда можно выбрать столь малое положительное чиело р, чтобы 
внугрн круга радиуса р с центром в точке (2, у) было М (х, )>0, при 
Чем весь круг паходилея бы внутри обласгй. Фыбирая функцию 


у Вр" — @— 20) — (Ч — 9.7 
внугри круга и С=0 вне его, удовлетворим всем услбвиям, наложенным ва 
©, а между тем при этом выборе 


Ч Т Г Маг ду 


оказывается положительных. Итак М==0 во веей области, 

Прнысняя доказавную лемну к равенству (5), получаем необходимое 
условие ехшопии’а метеграла (9): Функция 2(%,у) должна удовлетворять 
Уравнению с частпыми производньуии 


о @ 


или в раскрытой хорие 
985 925 925 95 95 в 
[р 90 в ЧЕ РЕЙ в Печ ду ГА № АА) 


Это уравнение с частными производными 9-го порядка тнпа Мопсе-Ашрёге’а- 


Т% 5 48 Исобходимые условия вабтетитга двойною интерала 


Задача приводится к изысканию пвтегральной поверхности этого уравне- 
ния, проходящей через данный контур 2. 


Пример. Найти поверхность паиненьшей площади, ограничен- 
ную данвым контуром Х. ь 


Задача приводится к изысканию поверхноети, дающей ехиениии инте- 
грала 


= ЛЛУТ-ЕЕЯ - 544. (9) 
Уравнение (7) здесь имеет вид: : 
` — ий ИО 4 о 
ИГЕРЕЯ  ЗУУТИ-Я 
или в раскрытой Форме 
_ эВ) — раз Ца) =0. (10) 


Оно выражает такое свойство поверхноетн: средния кривизна во всех точках 
равна нулю. Поверхности эти называются минимальными. 

Задача приводится к проведению минимальной поверхности через данный 
контур. 

Экспериментально она решается известным опытом Плато © жидкими 
плевками (жидкая пленка, натяглвающаяся на комтур, пыеет наименьшую 
площадь). 


Ро 
р. 


ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ. 


Замечание Т. Определение еххошип?а интеграла, данное в 88 1 н 6, есть 
собственно опроеделецие так называемого относительного (ниогда говорят «ана- 
днтического») ехгетии?а. На-ряду с ннм рассматривают п ‹абеолютный» ехис- 
пит. Дипия С дает абсолютный ехбгетот, если интеграл Л. меньше или больше, 
чем значения этого интеграла для всех анпий класса допустимых линий (при чем, 
конечно, класс этот может быть ограничен каким-либо дополнительным требова- 
ннем, п Тогда имеем абсолютный ех Ципи: по отношению к этому ограниченному 
классу)- Е ^ 

Яспо, что, еели линия С даег абсолютный ехтотит, то для пее должны 
удовлетворяться и условия озиоснтельного ехгетци?а; изыскание абсолютного 
ехйтешиига, таким образом, приводится к пзысканию всех отноентельных ехге- 
тип’ов и к выбору из них соответственю наименьшего (для минимума) или пан- 
большего {для максимума). 


Замечание ЧТ. Ограничения, наложенные в $1 на «допустимые лини», 
являются совершенно естественными, если задача заключается в определении 
Функции у (2}, н линии, таким образом, елужат лишь лля геомстрической пнтер- 
претанин Функций. 

Иначе обстопт дело в чнето геометрических задачах, каковы, например, вее 
задачи, расемотренные в 8 5. В этом случае мы действительво нщем лннию, 
дающую ехтети интеграла, п некоторые из ограничений 8 1-го являются здесь 
искусственными, пронстекающими из способа определения линии уравнением 


У =). 
Так, требование однозначиостн ‹уикции у (2) исключает из рассмотрения линии, 
пересекающие оряпиаты в нескольких точках, хотя, например, в задаче о кратчайшем 
расстоянии совершенно естественно допустить таке линни, как линнн сравнения, 
Сходпо обетойт дело © требованием, чтобы касательная не была параллельна оси 9. 


Чтобы избежать этих ограничений, У/еегзгазз предложил рассматривать таковые 
задачн в «израметрической» хорме, опредехяя лнпию уравнениями: 


2—9), у=91), 


кде 2(0, ®(0) пепрерыввые однозначные хупкции параметра $ У’еегагавз  по- 
строил полную теорию основных задач варнацнониого исчисления в параметриче- 
ской еорме. 

Следует заметить, что если мы литеграл, ехтетит которого мы ищем, пре- 
образуем к параметрической ‹орме, то ретепия задачи в первоначальном внде 
н в преобразованиом могут быть различны, так как классы допустимых зиний при 
первом н прн втором епособах ретшепня задачи не совнадают между собою. 


„Дополнительные замечания ы. 


Замечание ПТ. В примечании к 8 1 упомянуто о возможности расематри- 
вать в Числе «допустимых» линий линии с угловыми точками (черт. 3). Такое рас- 
ширенне класса допустимых линий ничего ие изменяет в рассуждениях 1, 9, & 
(интеграл для линин © угловымн точками определяется как сумма интегралов, взятых 
дли частей линии, на которые она разделястся угловыми точками), Такнм образом, 
если мы не предиолагаем угаовых точек дли липии, дающей ехгетигта 'интеграла, 
то результат остастся прежний, т.-с. получаем дугу экегремали, проходящей через 
две данные точки. 

Иначе дело обстоит, сели мы будем искать решение с угловыми точками. 
Прибегая к метолу «частичного варнированна», т.-е. изменяя отдельно одну из 
частей линии м сохраняя пеизмепиыми остальные, непосредственно убеждаемся, чго 
каждая из частей есть хуга экстремали. Таким образом решение с угловымн точ- 
камин составляется из дуг экстремалей. Дополяительными рассуждениями получаются 
еще условия, которые должны Иыпол < кажлой нз угловых точек. 


Замечание ТУ. Определение“иёрвой варнации, данное в 532, 6, в силу кото- 
рого варнация есть пронзвохвая но ‘параметру ирн начальном значения параметра, 
нногла заменяют другим, а нменцо: берут не производную, а лиюференциал по 
‚параметру. 

При этоу-вовох определении вариация получается из данного намн ее выра- 
жения простым умножением на диоференциал 4х параметра. В случае простейшего 
семейства линий С, когда начальное зпачение параметра есть «—0, можно проето 
умножить данное нами выражение вариации па а, т. к. а стремится к нулю в пр ед- 
положении, что липия семейства С стремится к линни С. 


Замечание У. В примечанни Эм к 8 & упомннается, что еххетит может 
давать линия, состолщал из дуг экстремалей м из частей границы области допуети- 
мых линий. Применяя метод «частичного варнировання» (см. замечание и), мы 
можем, во 1-х, доказать непосредственно, что части такой линии, лежащие" {внутри 
областн, суть действительно дуги экстремалей; во 92-х, тем же методом докажем, 
что на части границы должно выполилться условве 


ИЛИ 


Цаконеп, расематривая точки встречи дуг экстремалей с границей, можно доказать, 
что в этих точках дуги экстремалей должны касаться границы. 


Замечание УТ. В56 дало общее определение первой вариации 


у Вр И] 1 
да 
е 00 


Аналогично определяетея вторая вариация: 


и, вообще, вариация 1-го порядка 


У 
' [= дак м 
р, 


Рассмотрение 2-й варнации может пметь значение для различения случаев 
тахитин?а и пиаипоога (нмеег значение знак второй вариации), и таким путем 
(рассмотрением %-Й вариации} прежде и шли авторы, пзлагавшие варнационное 


Дополнительные замечания У 


исчисление. У’еегз\газз показал, что путь этот не всегда приводнт к достаточным 
условиям максимума и милимума, м дал другой метод, свободный от недостатков 
прежнего. Метод этот для простейшей задачи изложен (следуя Гильберту) в 8$ 14, 15. 


Замечание УП. В 8 10 упомопуто о том, что шобая задача © одним пе- 
зависимым переменным приводится к задаче Лагранжа. (Следует одпако заметить, 
что при таком приведении может оказаться, что линнн, которые сявтались «близ- 
Кими» в первоначальной задаче, не будут уже таковыми в задаче Лагранжа; так 
будет, если п первоначальной задаче рассматривалась близость порядка, который 
меньше порядка нанвысешей производной более, чем па одну единицу. 


ОГЛАВЛЕНИЕ. 


т о о А 


ВОО соозобо ово бо що че Мо новее 


Простейшая Задача. варнационного нечиеления; класс допустимых линии; 
близость нулевого н первого порядков, сильный и слабый ехтетит 


$2. Необходимое условие ехигешии?а, первая варнация, к 1-й ва- 
риации нитеграла в простейшей залаче -.... ве Вы о в бе 

$33. Основная лемма варнационного нечнодения ..... о 

84. Диоаеренциальное уравнение Лагранжа (Эйлера); случаи пилегрируомость 
ЕЛЬ со бооовес в ео И С 

$5. Примеры: задача о кратчайшей линни на плоскобии между двумя данными 
точками, задача о наимепыней поверхности вращения, задача о брахи- 
"СТОХрОНе® о - В Е сьые © с ый В 

56. Общая задача вариационного исчнеления © одной нензвестной хуикцией; 
обтщее определение варнацин .... о. 

$7. Примеры: кратчайшее о меду точкой и линией, между двумя 
ЛИНИЯМЕ - .-..-- ое в в крак © Е р > 

$ 8. Задача варнацибнного нечнеления © несколькими искомыми функциями. .. 

89. Примеры: кратчайшее расстояние между двумя точками, кратчайшее тас- 
стояние точки от поверхпостн н точки от ливин 4... .- 

5 10. Условный ехтетит. Задача Лагранжа. (у... 

$ 11. Пример. Задача о кратчайшней лянии на поверхности. .(...... 

8 19. Изопернметричеекая задача. еее а а Е 

8 13. Семейство экстремалей в простейшей задаче я париационного. печиелен ия, 
условие Лежанара; проведение экстремали через две данные точки. ... .- 

314. Поле экстремалей; условия привадаежности дуги зкогремали к полю; пучок 
экстремалей; песобственное поле. Условле Якоби... ..... 

315. Разность интегралов по дуге эвстремали и по кривой сравнения; Фуедии Е 
Вейерштрасса; достаточные условия охгетит”а; правильные аалачи.. . 

$ 16 Примеры: приложение к зазачам о кратчайшней линии, о напменьшей поверх- 
ности зращення, о брахиетохроне. ......-. Е - Зо 

$ 15. Замечания но поводу задачн с подвижпымн концами и Еве Лаграшжа 

$ 18. Необходимые условия ех(гетош?й двойного интеграла в простейтем случае. . 

Довотиителеные замечания пе о о о 

„ 


